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Disclaimer	
  
	
  
Most,	
  if	
  not	
  all	
  of	
  you,	
  are	
  already	
  familiar	
  with	
  many	
  of	
  these	
  topics…	
  
for	
  consistency,	
  the	
  scope	
  spans	
  from	
  the	
  very	
  general	
  concepts	
  towards	
  
more	
  advanced	
  developments…	
  

Lecture	
  1	
  (Monday)	
  
	
  

	
  Basic	
  concepts	
  in	
  Probability	
  and	
  Sta.s.cs	
  
	
  
Lecture	
  2	
  (today)	
  
	
  

	
  Maximum	
  Likelihood	
  theorem	
  
	
  Mul.variate	
  techniques	
  	
  

	
  
Lecture	
  3	
  (Thursday)	
  
	
  

	
  An	
  analysis	
  example	
  from	
  BaBar	
  
	
  Hypothesis	
  tes.ng,	
  limit	
  seSngs	
  
	
  	
  



Monday’s Lecture : recap 
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We	
  aim	
  at	
  characterizing	
  some	
  generic	
  PDF	
  :	
  
that	
  is,	
  es,mate	
  its	
  parameters	
  θ 
	
  
•  in	
  some	
  specific	
  cases,	
  empirical	
  es.mators	
  are	
  OK	
  (sample	
  mean)	
  	
  

	
  
	
  
	
  
	
  

•  or	
  can	
  be	
  easily	
  adapted	
  (sample	
  variance)	
  

•  	
  in	
  the	
  general	
  case,	
  need	
  to	
  check	
  for	
  consistency,	
  bias,	
  efficiency,	
  robustness…	
  

•  …	
  use	
  the	
  Maximum	
  Likelihood	
  Theorem	
  !	
  

Parameter : µ = E[x] ; Estimator : µ̂ =
1
n

xi = x
i=1

n

∑

Bias : b = E[µ̂]−µ = 0 ; Variance : V[µ̂] = σ 2

n

P (x;θ1,...θN )

Parameter : σ 2 = V[x] ; Estimator : (RMS)2 = x2 − x( )
2

E[(RMS)2 ] = n−1
n

σ 2 ⇒ Bias : b = E[(RMS)2 ]−σ 2 ≠ 0

Unbiased estimator : σ̂ 2 =
1
n−1

xi − µ̂( )2

i=1

n

∑ ; Variance : V[σ̂ 2 ] = 2σ 4

n



Maximum Likelihood Theorem (I) 
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For	
  a	
  sample	
  with	
  n	
  independent	
  outcomes	
  of	
  random	
  variables	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  its	
  Likelihood	
  
func.on	
  is	
  defined	
  in	
  terms	
  of	
  the	
  (mul.-­‐parametric)	
  PDF	
  of	
  x	
  :	
  
	
  
	
  
	
  
Fisher,	
  1921	
  :	
  	
  parameter	
  es.ma.on	
  via	
  the	
  Maximum	
  Likelihood	
  Es.mator	
  :	
  
	
  
	
  
in	
  other	
  words	
  :	
  for	
  a	
  fixed	
  (observed)	
  sample,	
  choose	
  the	
  θ	
  values	
  that	
  maximize	
  
the	
  probability	
  of	
  observing…	
  the	
  observed	
  sample!	
  …	
  
	
  
There	
  is	
  more	
  than	
  a	
  pleonasm	
  to	
  it	
  :	
  the	
  likelihood	
  has	
  to	
  sa.sfy	
  a	
  few	
  condi.ons	
  :	
  
•  at	
  least	
  twice	
  derivable	
  with	
  respect	
  to	
  θ	
  
•  be	
  (asympto.cally)	
  unbiased	
  and	
  efficient	
  (“reaches	
  the	
  Cramer-­‐Rao”	
  bound)	
  
•  be	
  (asympto.cally)	
  normally	
  distributed	
  :	
  

	
  
 

L([x

] |θ̂1,...,θ̂N ) = maxθ L([x


] |θ )

f (θ
̂
;θ

,Σ) = 1

2π det(Σ)
e
−
1
2
(θ
̂
−θ

)T Σ(θ

̂
−θ

)
, Σij

−1 = −E ∂ logL
dθi

∂ logL
dθ j

$

%
&
&

'

(
)
)

L(θ1,...,θN ) = P (xi;θ1,...,θN )
i=1

n

∏

xi



Maximum Likelihood Theorem (II) 
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Very	
  important	
  property	
  :	
  covariance	
  matrix	
  è	
  errors	
  on	
  parameter	
  es.mates	
  
	
  
In	
  general,	
  
	
  
can	
  be	
  used	
  to	
  set	
  uni-­‐	
  or	
  mul.-­‐dimensional	
  confidence	
  contours	
  	
  
	
  
i.e.	
  for	
  1	
  parameter,	
  a	
  change	
  in	
  0.5	
  units	
  defines	
  a	
  68%	
  confidence	
  interval	
  
	
  	
  
Goodness-­‐of-­‐fit	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  follows	
  a	
  χ2	
  distr.	
  with	
  ndof=N(events)-N(parameters) 
 
 

           
is	
  the	
  probability	
  of	
  obtaining	
  a	
  worse	
  agreement,	
  among	
  a	
  large	
  set	
  of	
  samples,	
  all	
  
perfectly	
  described	
  by	
  the	
  underlying	
  PDF	
  

f (θ
̂
;θ

,Σ) = 1

2π det(Σ)
e
−
1
2
(θ
̂
−θ

)T Σ(θ

̂
−θ

)
, Σij

−1 = −E ∂ logL
dθi

∂ logL
dθ j

$

%
&
&

'

(
)
)

−2Δ logL = −2 logL(θ )− logL(θ̂ )#
$

%
&= θi −θ̂i( )Σij

−1 θ j −θ̂ j( )
i, j
∑

−2 logL(θ̂ )

p-value = dxχ 2 (x;ndof )−2 logL(θ̂ )

+∞

∫



Maximum Likelihood Fits  
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The	
  formalism	
  here	
  developed	
  concerns	
  unbinned	
  samples	
  :	
  the	
  PDF	
  of	
  each	
  
individual	
  outcome	
  is	
  evaluated	
  and	
  used	
  as	
  argument	
  for	
  the	
  likelihood	
  
There	
  are	
  a	
  few	
  useful	
  variants	
  :	
  
	
  
•  Various	
  species	
  in	
  the	
  data	
  sample	
  (say,	
  “sig”	
  and	
  “bkg”)	
  

(the	
  common	
  	
  method	
  to	
  es.mate	
  observables	
  in	
  presence	
  of	
  backgrounds)	
  	
  
	
  
•  Extended	
  Maximum	
  Likelihood	
  	
  :	
  treat	
  the	
  sample	
  size	
  as	
  an	
  observable,	
  thus	
  

add	
  a	
  Poisson	
  term	
  to	
  the	
  PDF,	
  

	
  

•  weighted	
  datasets	
  :	
  	
  conceptually	
  straighiorward,	
  beware	
  of	
  normaliza.on	
  
issues	
  (errors	
  are	
  likely	
  to	
  be	
  incorrectly	
  reported!)	
  

L(θ1,...,θN ) = P (xi;θ1,...,θN )
i=1

n

∏

L(θ1,...,θN ) = fsigPsig(
xi;θ1,...,θN )+ (1− fsig )Pbkg(

xi;θ1,...,θN )"# $%
i=1

n

∏

L(λsig,λbkg,θ1,...,θN ) = e−(λsig+λbkg ) P (xi;θ1,...,θN )
i=1

n

∏



More on Unbinned ML Fits : Efficiencies 

AEPSHEP 2012, Fukuoka                               José Ocariz, Université Paris Diderot and IN2P3 7 

The	
  “intui.ve”	
  es.mate	
  of	
  efficiency	
  is	
  a	
  simple	
  ra.o	
  :	
  
	
  
its	
  uncertainty	
  is	
  ojen	
  es.mated	
  as	
  	
  
(assuming	
  a	
  symmetric	
  binomial	
  behavior)	
  
…this	
  clearly	
  breaks	
  down	
  both	
  in	
  the	
  low-­‐n	
  and	
  very	
  high	
  (in-­‐)efficiency	
  levels…	
  
…	
  which	
  is	
  ojen	
  the	
  case	
  if	
  one	
  wants	
  to	
  evaluate	
  	
  	
  
ML	
  approach	
  :	
  together	
  with	
  the	
  relevant	
  observables	
  x,	
  (and	
  possible	
  other	
  
parameters	
  θ)	
  including	
  a	
  discrete	
  random	
  variable	
  c ={yes,no} the	
  PDF	
  becomes	
  

ε =
yes

yes+ no

V[ε]= ε(1−ε)
n

(n = yes+ no)

P(c | x,θ ) = δ(c− yes)ε(x,θ )+δ(c− no) 1−ε(x,θ )[ ]



A Few Examples (I) 
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In	
  some	
  cases,	
  the	
  parameter	
  values	
  that	
  maximize	
  the	
  likelihood	
  can	
  
be	
  extracted	
  analy.cally.	
  	
  
•  easy	
  example	
  :	
  es.mate	
  the	
  distribu.on	
  of	
  a	
  uni-­‐variate	
  sample	
  with	
  a	
  Gaussian	
  

In	
  general,	
  perform	
  a	
  numerical	
  minimiza.on	
  on	
  -2logL (i.e.	
  with	
  Tminuit)	
  
•  If	
  the	
  Likelihood	
  has	
  a	
  single	
  maximum,	
  convergence	
  is	
  efficient	
  and	
  safe	
  
•  even	
  if	
  the	
  maximum	
  is	
  not	
  exactly	
  parabolic,	
  provide	
  -2ΔlogL contours	
  

•  beware	
  of	
  ambiguous	
  situa.ons	
  ,	
  i.e.	
  local	
  maxima	
  or	
  non-­‐trivial	
  boundaries	
  



A Few Examples (II) 
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•  beware	
  of	
  ambiguous	
  situa.ons	
  ,	
  i.e.	
  local	
  maxima	
  or	
  non-­‐trivial	
  boundaries	
  

Amplitude	
  analysis	
  :	
  trigonometric	
  ambigui.es	
  +	
  degenerate	
  interference	
  palerns	
  
Four	
  local	
  maxima,	
  roughly	
  degenerate	
  in	
  min(logL )…	
  



A Few Examples (III) 
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•  beware	
  of	
  ambiguous	
  situa.ons	
  ,	
  i.e.	
  local	
  maxima	
  or	
  non-­‐trivial	
  boundaries	
  



A Few Examples (iv) 
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•  a	
  Similar	
  analysis	
  :	
  two	
  degenerate	
  solu.ons	
  



A Few Examples (V) 
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•  a	
  Similar	
  analysis	
  :	
  two	
  degenerate	
  solu.ons	
  :	
  provide	
  all	
  info!	
  



Confidence Intervals (I) 
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For	
  an	
  parameter	
  θ	
  ,	
  define	
  a	
  Confidence	
  Interval	
  with	
  a	
  	
  given	
  Confidence	
  Level	
  as	
  
	
  
	
  
A	
  few	
  remarks	
  :	
  
•  the	
  Interval	
  boundaries	
  θa	
  and	
  θb	
  are	
  random	
  variables	
  themselves	
  :	
  different	
  

sample	
  realiza.ons	
  will	
  yield	
  different	
  values	
  	
  
•  an	
  infinite	
  number	
  of	
  intervals	
  can	
  correspond	
  to	
  a	
  given α value.	
  Examples	
  :	
  

mean-­‐centered,	
  range-­‐symmetric	
  	
   	
  mean-­‐centered,	
  probability-­‐symmetric 	
  highest-­‐probability	
  
	
  
 
A	
  classical	
  example	
  :	
  the	
  Neyman	
  construc.on	
  

P(θa ≤ θ̂ ≤θb ) = α



Confidence Intervals (II) 
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•  The	
  Neyman	
  construc.on	
  :	
  a	
  confidence	
  belt	
  ensuring	
  coverage	
  



Systematic Uncertainties 
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The	
  Covariance	
  from	
  ML	
  	
  is	
  an	
  es.mator	
  of	
  sta.s.cal	
  uncertain.es	
  only	
  
•  how	
  to	
  deal	
  with	
  systema.cs?	
  
	
  
Dis.nguish	
  among	
  two	
  categories	
  of	
  parameters	
  in	
  the	
  Likelihood	
  :	
  
	
  
•  the	
  	
  	
  µ ‘s	
  are	
  parameters	
  of	
  interest	
  (PIO)	
  :	
  what	
  you	
  actually	
  want	
  to	
  es.mate	
  
•  the	
  	
  	
  θ	
  ‘s	
  are	
  nuisance	
  parameters	
  (NP)	
  :	
  poten.al	
  sources	
  of	
  systema.c	
  biases	
  

Various	
  situa.ons	
  :	
  
•  “Type-­‐I”	
  :	
  the	
  sample	
  (or	
  a	
  control)	
  can	
  constrain	
  (some	
  of)	
  the	
  nuisances	
  

•  impact	
  decreases	
  with	
  sample	
  size	
  
•  “Type-­‐II”	
  	
  :	
  assump.ons	
  in	
  the	
  model,	
  uncontrolled	
  features	
  in	
  data…	
  

•  ojen	
  independent	
  of	
  sample	
  size	
  

Profile	
  Likelihood	
  :	
  treatment	
  of	
  nuisance	
  parameters	
  as	
  random	
  variables,	
  
	
  
then	
  minimize	
  the	
  Likelihood	
  with	
  respect	
  to	
  the	
  nuisance	
  parameters.	
  
	
  
Clearly	
  robust	
  for	
  Type-­‐I	
  nuisances	
  :	
  i.e.	
  simultaneous	
  fit	
  to	
  the	
  control	
  samples	
  

L(µ1 , ... , µn ,θ1 , ... ,θk )

L(µ,θ,ν ) = Lθ (µ,θ ) Lν (ν )



Profile Likelihood 
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•  Back	
  to	
  the	
  previous	
  example	
  :	
  list	
  of	
  POI’s	
  and	
  NP’s	
  

•  used	
  to	
  look	
  impressive…	
  	
  
•  …	
  but	
  is	
  now	
  significantly	
  smaller	
  than	
  

the	
  workspaces	
  for	
  the	
  Higgs	
  !	
  



Multivariate Techniques  
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EVENT	
  SELECTION	
  :	
  
	
  
•  the	
  ML	
  es.ma.on	
  requires	
  control	
  of	
  PDFs	
  over	
  the	
  complete	
  r.v.	
  space	
  

•  moreover,	
  a	
  large	
  sample	
  size	
  is	
  CPU-­‐expensive	
  for	
  the	
  minimiza.on	
  

•  it	
  is	
  ojen	
  useful	
  (even	
  unavoidable)	
  to	
  reduce	
  the	
  sample	
  size	
  	
  
•  restrict	
  ML	
  es.ma.on	
  to	
  “signal-­‐enriched”	
  subsets	
  of	
  r.v.	
  space	
  :	
  



Multivariate Techniques : cut-based  
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EVENT	
  SELECTION	
  :	
  
	
  
•  the	
  ML	
  es.ma.on	
  requires	
  control	
  of	
  PDFs	
  over	
  the	
  complete	
  r.v.	
  space	
  

•  moreover,	
  a	
  large	
  sample	
  size	
  is	
  CPU-­‐expensive	
  for	
  the	
  minimiza.on	
  

•  it	
  is	
  ojen	
  useful	
  (even	
  unavoidable)	
  to	
  reduce	
  the	
  sample	
  size	
  	
  
•  restrict	
  ML	
  es.ma.on	
  to	
  “signal-­‐enriched”	
  subsets	
  of	
  r.v.	
  space	
  :	
  

Cut-­‐based	
  selec.on	
  :	
  
	
  
•  simplest	
  method	
  
•  certainly	
  applied	
  at	
  early	
  stages	
  	
  

•  trigger,	
  offline	
  filters…	
  	
  



Multivariate Techniques : linear  
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EVENT	
  SELECTION	
  :	
  
	
  
•  the	
  ML	
  es.ma.on	
  requires	
  control	
  of	
  PDFs	
  over	
  the	
  complete	
  r.v.	
  space	
  

•  moreover,	
  a	
  large	
  sample	
  size	
  is	
  CPU-­‐expensive	
  for	
  the	
  minimiza.on	
  

•  it	
  is	
  ojen	
  useful	
  (even	
  unavoidable)	
  to	
  reduce	
  the	
  sample	
  size	
  	
  
•  restrict	
  ML	
  es.ma.on	
  to	
  “signal-­‐enriched”	
  subsets	
  of	
  r.v.	
  space	
  :	
  

Linear	
  decision	
  boundary	
  :	
  

boundary	
  defini.on	
  can	
  be	
  “op.mized”	
  :	
  
•  for	
  example,	
  maximize	
  the	
  separa,on	
  

•  Fisher	
  linear	
  discriminant:	
  op.mal	
  usage	
  
	
  of	
  linear	
  correla.ons	
  

s2 =
1
2

dxdy
S(x, y)−B(x, y)[ ]2

S(x, y)+B(x, y)∫∫



Multivariate Techniques : non-linear  
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EVENT	
  SELECTION	
  :	
  
	
  
•  the	
  ML	
  es.ma.on	
  requires	
  control	
  of	
  PDFs	
  over	
  the	
  complete	
  r.v.	
  space	
  

•  moreover,	
  a	
  large	
  sample	
  size	
  is	
  CPU-­‐expensive	
  for	
  the	
  minimiza.on	
  

•  it	
  is	
  ojen	
  useful	
  (even	
  unavoidable)	
  to	
  reduce	
  the	
  sample	
  size	
  	
  
•  restrict	
  ML	
  es.ma.on	
  to	
  “signal-­‐enriched”	
  subsets	
  of	
  r.v.	
  space	
  :	
  

Non-­‐linear	
  boundary	
  decisions	
  :	
  
a	
  large	
  variety	
  of	
  tools	
  !	
  

•  Neural	
  Networks,	
  
•  Likelihood-­‐based,	
  
•  Vector	
  Machines,	
  
•  Gene.c	
  Algorithms,	
  
•  (Boosted)	
  Decision	
  Trees	
  …	
  



Non-Linear MVA’s : incomplete Survey 
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•  Likelihood-­‐based	
  MVA	
  :	
  First	
  rotate	
  to	
  uncorrelated	
  variables	
  
	
  	
  
	
  
then	
  build	
  the	
  product	
  of	
  1-­‐dimensional	
  PDFs	
  
	
  
Does	
  not	
  exploit	
  non-­‐linear,	
  yet	
  performances	
  should	
  be	
  comparable/superior	
  than	
  
a	
  linear	
  discriminant…	
  	
  
	
  
•  Decision	
  tree	
  :	
  training	
  samples	
  are	
  
split	
  by	
  successive	
  cuts,	
  un.l	
  benchmark	
  
stop	
  criteria	
  are	
  met.	
  
Ojen	
  sensi.ve	
  to	
  fluctua.ons	
  	
  
	
  
•  Boosted	
  decision	
  tree:	
  improves	
  stability	
  	
  
with	
  respect	
  to	
  fluctua.ons	
  in	
  training	
  samples.	
  

	
  


!x = Rx , C[xi

'!, x j
'!]= δij !σ i f (x) = Pi ( !x i )

i
∏



Multivariate Techniques  
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Very	
  user-­‐friendly,	
  general-­‐purpose,	
  MVA	
  builder	
  tools	
  available	
  :	
  easy!	
  
Beware	
  of	
  poten.al	
  uncontrollable	
  effects	
  :	
  	
  
	
  
•  relevance	
  of	
  control	
  samples	
  ,	
  	
  
•  under-­‐	
  or	
  over-­‐	
  training	
  ,	
  
•  sensi.vity	
  to	
  irrelevant	
  informa.on	
  ,	
  
•  …	
  

…	
  make	
  sure	
  you	
  know	
  
which	
  info	
  is	
  being	
  used	
  
by	
  the	
  MVA!	
  
	
  
…	
  get	
  a	
  feeling	
  how	
  it	
  is	
  
using	
  it!	
  
	
  
…	
  build	
  your	
  list	
  of	
  checks	
  !	
  
	
  


