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Qu’est-ce qu’une théorie des champs
topologique ?

Une théorie des champs topologique est caractérisée par une action
classique nulle ou qui est un invariant topologique de la variété
étudiée.
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Une théorie des champs topologique est caractérisée par une action
classique nulle ou qui est un invariant topologique de la variété
étudiée.

Yang-Mills ordinaire

SY M cl =
∫

M
d4x Tr(FµνF

µν)

=
∫

M
d4x gµρgνσTr(FµνFρσ)
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Qu’est-ce qu’une théorie des champs
topologique ?

Une théorie des champs topologique est caractérisée par une action
classique nulle ou qui est un invariant topologique de la variété
étudiée.

Yang-Mills topologique

SY Mtop cl =
∫

M
d4x Tr(Fµν F̃

µν)

=
∫

M
d4x Tr(εµνρσFµνFρσ)
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Quel est l’intérêt de s’intéresser à une
telle théorie ?

• Toutes les observables de cette théorie sont globales

• Une telle théorie est une représentation physique d’invariants
topologiques mathématiques.

• Etude d’une brisure de symétrie topologique (par exemple,
gravité topologique)
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Qu’est-ce que l’opérateur BRST S ?

Invariance de jauge de la théorie classique :
δ(ω)aµ = Dµω = ∂µω + [aµ, ω]

=⇒ Propagateur possède des modes zéro et n’est pas inversible.

Solution : fixation de jauge
=⇒ Invariance résiduelle : transformations BRST (Becchi Rouet Stora
Tyutin) décrites par S

JJC — 30 nov - 05 déc 2003 – p. 4/16



Qu’est-ce que l’opérateur BRST S ?

Invariance de jauge de la théorie classique :
δ(ω)aµ = Dµω = ∂µω + [aµ, ω]

=⇒ Propagateur possède des modes zéro et n’est pas inversible.

Solution : fixation de jauge
=⇒ Invariance résiduelle : transformations BRST (Becchi Rouet Stora
Tyutin) décrites par S

JJC — 30 nov - 05 déc 2003 – p. 4/16



Qu’est-ce que l’opérateur BRST S ?

Invariance de jauge de la théorie classique :
δ(ω)aµ = Dµω = ∂µω + [aµ, ω]

=⇒ Propagateur possède des modes zéro et n’est pas inversible.

Solution : fixation de jauge

=⇒ Invariance résiduelle : transformations BRST (Becchi Rouet Stora
Tyutin) décrites par S

JJC — 30 nov - 05 déc 2003 – p. 4/16



Qu’est-ce que l’opérateur BRST S ?

Invariance de jauge de la théorie classique :
δ(ω)aµ = Dµω = ∂µω + [aµ, ω]

=⇒ Propagateur possède des modes zéro et n’est pas inversible.

Solution : fixation de jauge
=⇒ Invariance résiduelle : transformations BRST (Becchi Rouet Stora
Tyutin) décrites par S

JJC — 30 nov - 05 déc 2003 – p. 4/16



Méthode de quantification

Ansatz de Fadeev-Popov, on remplace les paramètres infinitésimaux
de jauge par des champs "fantômes" : ω → c.

Formalisme des formes différentielles :
1-forme a = aµ(x)dxµ et 0-forme c = c(x)

Sa = −Dc = −dc− [a, c]

Sc = −c2 = − 1
2 [c, c]

S est un opérateur nilpotent : S2 = 0
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Qu’est-ce que la cohomologie de S ?

Cohomologie d’un opérateur nilpotent S :

H(S) = Ker(S)/Im(S)

Autrement dit

Γ ∈ H(S) ⇔ SΓ = 0 tel que Γ 6= SΓ′

=⇒ On cherche les fonctionnelles invariantes sous S qui ne soient pas
triviales.
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Travaux originaux de Witten

Symétrie de shift locale définie par un opérateur Q̃ :

Q̃a = ψ

Q̃ψ = −Dφ = −dφ− [a, φ]

Q̃φ = 0

Q̃ est nilpotent à des transformations de jauge près : Q̃2 = δ(φ).
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Travaux originaux de Witten

Observables de Witten appartiennent à la cohomologie équivariante :
cohomologie de Q̃ dans l’espace des fonctionnelles invariantes de
jauge.

Q̃∆ = 0 avec ∆ 6= Q̃∆′

avec les conditions supplémentaires :

δ(ω)∆ = 0 et δ(ω)∆
′ = 0
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Qu’est-ce que le superespace ?

• Théorie topologique ' théorie supersymétrique étendue

• Superespace = extension de l’espace-temps usuel au moyen
d’une composante anticommutante θ

• Superchamp = fonction de (x, θ) : F (x, θ) = f(x) + θf ′

θ(x)

• Superforme différentielle : F̂ (x, θ) =
∑p

k=0 Fp−k(x, θ)(dθ)k

Intérêt de ce formalisme : l’opérateur de supersymétrie prend une
forme très simple : Q = ∂θ.
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Yang-Mills topologique dans le super-
espace

• Superdérivée extérieure d̂ = d+ dθ∂θ = dxµ∂µ + dθ∂θ

• Superconnection Â = A+ dθAθ = (a+ θψ) + dθ(χ+ θφ)

• Superfantôme C = c+ θc′

• Transformations BRST :

SÂ = −(d̂C + [Â, C])

SC = −C2

=⇒ on retrouve la même algèbre BRST que Witten.
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Observables dans le formalisme su-
perespace

Cohomologie de S est triviale

=⇒ Cohomologie restreinte : cohomologie de S dans l’espace des
fonctionnelles supersymétriques.
On recherche les fonctionnelles ∆d telles que :

S∆d = 0 avec ∆d 6= S∆′

d et Q∆d = 0

où les ∆d sont des intégrales d-dimensionnelles :

∆d =

∫
Md

ωd(x) avec ωd = QΩ̂d
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Solution générale

2 types de solution possibles :
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Solution générale

2 types de solution possibles :
• Solutions équivariantement triviales

Les solutions triviales au sens de la cohomologie équivariante
prennent la forme générale :

∆d =

∫
Md

Q Hd(FA,Ψ,Φ, DΨ, DΦ)

où F̂ = d̂Â+ Â2 = FA + Ψdθ + Φ(dθ)2 est la supercourbure
et H est invariant de jauge.
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Solution générale

2 types de solution possibles :
• Solutions non-équivariantement triviales

Ω̂d est solution d’un système d’équations de superdescente :

SΩ̂d + d̂Ω̂′

d−1 = 0

SΩ̂′

d−1 + d̂Ω̂′′

d−2 = 0

. . .

=⇒ équations similaires au Yang-Mills ordinaire, on utilise les résultats
connus.
=⇒ on retrouve les résultats de Witten.
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Conclusion et perspectives

• Formalisme de superespace systématique, contient
intrinsèquement la supersymétrie.

• Obtention des observables = extension supersymétrique des
résultats standards sur les équations de descente. Preuve qu’il
n’existe aucune autre solution au problème cohomologique.

• Théories plus complexes : gravité topologique, Yang-Mills avec
plusieurs générateurs.
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Formes différentielles

Les formes différentielles sont très utiles pour deux raisons
principalement : d’une part, la notation est indépendante du système
de coordonnées choisi et d’autre part, le formalisme mathématique
s’écrit de manière plus simple.

➤ Produit antisymmétrique : dxµ ∧ dxν := dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ

➤ Formes différentielles :

☞ 0-forme : ω = ω(x)

☞ 1-forme : ω = ωµ(x)dxµ

☞ 2-forme : ω = 1
2!ωµνdx

µ ∧ dxν . . .

➥
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Yang-Mills topologique dans le super-
espace

Ecriture en composantes :

Sa = −Dc Sψ = −[c, ψ] −Dc′

Sχ = −[c, χ] − c′ Sφ = −[c, φ] − [χ, c′]

Sc = −c2 Sc′ = −[c, c′]

Jauge de Wess-Zumino : χ = 0

=⇒ on retrouve la formulation originale de Witten.
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Solution générale

Equations de bi-descente satisfaites par les formes différentielles Ωd :

SD−p−gΩg
p + dD−p−gΩg+1

p−1 +QD−p−g−1Ωg+1
p = 0

Les observables recherchées de dimension d et de nombre de SUSY s

sont les sΩ0
d, c’est-à-dire les formes de degré de fantôme 0.
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