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1 เกริ่นนำ
เพื่อใหšทราบถึงกระบวนการทางคณิตศาสตรŤบน manifold เรามาพิจารณา vector บน manifold n มิติ
M อีกครั้ง โดยจะเลือกตัวอยŠางที่สำคัญแบบหนึ่งคือ tangent vector d/dλ ที่สัมผัสกับ curve γ ซึ่งใชš
parameter λ ในการบรรยาย curve นั้น กำหนดใหš curve γ(λ) เปŨน map จากจำนวนจริงไปยัง manifold
γ : R → M โดยที่ λ ∈ R เนื่องจาก tangent vector เปŨน operator แบบหนึ่ง เราสามารถใหšมันกระทำ
บน test function f ที่เปŨน map จาก manifold ไปยังจำนวนจริง f : M → R แลšวเลือกพิจารณาใน
coordinate chart φ : M → Rn ดังแสดงในรูปที่ 1

รูปที่ 1: Tangent vector ที่สัมผัสกับ curve γ(λ) บน manifold M

พิจารณา derivative ของ map f เทียบกับ parameter λ ไดšวŠา
df
dλ =

d
dλf(γ) =

d
dλ

(
f ◦ γ

)
=

d
dλ

[(
f ◦ φ−1

)
◦
(
φ ◦ γ

)]
=

d(φ ◦ γ
)µ

dλ
∂
(
f ◦ φ−1

)
∂
(
φ ◦ γ

)µ
≡ dxµ

dλ
∂f(x)

∂xµ
=

dxµ

dλ ∂µf (1)

ถึงแมšวŠาสมการขšางบนนั้นมีลักษณะเหมือนการทำ chain rule หลายตัวแปร แตŠจริงๆแลšวกระบวนการตŠางๆ
จะตšองกระทำผŠาน coordinate chart เสมอ และเนื่องจากการกระทำดังกลŠาวเปŨนจริงสำหรับทุกๆ function
f ทำใหšเราสามารถเขียน tangent vector ในรูปของ component และ basis ไดšเปŨน

d
dλ =

dxµ

dλ ∂µ (2)
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สังเกตไดšวŠาตัวอยŠางที่เราพิจารณานี้ เราเลือกบรรยายดšวย coordinate เดียว ตŠอไปจะพิจารณากรณีหลาย
coordinate เพื่อหาความสัมพันธŤระหวŠาง coordinate เหลŠานั้น

2 Coordinate transformation
จากที่ไดšกลŠาวทิ้งทšายในหัวขšอที่แลšววŠา เราสนใจที่ศึกษาความสัมพันธŤระหวŠาง coordinate โดยเริ่มจากการ
พิจารณาจุด p ใดๆบน manifold n มิติ M โดยที่จุด p นี้อยูŠในพื้นที่ซšอนทับระหวŠาง open sets U1 และ U2

ซึ่งมี coordinate charts ของตัวเองเปŨน φ1 : M → Rn และ φ2 : M → Rn ตามลำดับ
เห็นไดšวŠาเราสามารถเชื่อมระหวŠาง coordinate 2 แบบนี้ไดš เมื่อเลือกใหš coordinate ที่ใชšบรรยายใน

Euclidean space เปŨน xµ และ x′µ ดังรูปที่ 2 ดังนั้น transition function φ2 ◦ φ−1
1 สอดคลšองกับความ

สัมพันธŤ x′ = x′(x) ในขณะที่ φ1 ◦ φ−1
2 สอดคลšองกับความสัมพันธŤ x = x(x′) ซึ่งเรียกวŠา coordinate

transformation ในฟŗสิกสŤนั่นเอง

รูปที่ 2: จุดบน manifold ที่บรรยายดšวย coordinate 2 แบบ

Transformation law ของ vector
เริ่มจากการศึกษา transformation ของ basis ของ vector ∂µ เราสามารถเลือกใหšกระทำบน test

function เหมือนกับที่เคยทำมากŠอนหนšานี้ ตŠอมาพิจารณา partial derivative ของ function f เทียบกับ
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coordinate xµ ซึ่ง map ตŠางๆ บน manifold ที่เกี่ยวขšองกับการพิจารณาครั้งนี้ไดšแสดงในรูป 3
∂f

∂xµ
=

∂

∂xµ

(
f ◦ φ−1

1

)
=

∂

∂xµ

[(
f ◦ φ−1

2

)
◦
(
φ2 ◦ φ−1

1

)]
=

∂
(
f ◦ φ−1

2

)ν
∂xµ

∂
(
f ◦ φ−1

2

)
∂
(
f ◦ φ−1

2

)ν
≡ ∂x′ν

∂xµ

∂f(x′)

∂x′ν (3)

รูปที่ 3: Map ตŠางๆ ที่ใชšพิจารณา transformation ของปริมาณใดๆ บน manifold

หรืออาจเขียนในรูปที่เปŨน operator ไดšวŠา

∂µ =
∂x′ν

∂xµ

∂

∂x′ν ≡ ∂x′ν

∂xµ
∂′
ν (4)

และยังสามารถจัดรูปไดšเปŨน

∂′
µ =

∂xν

∂x′µ∂ν (5)

โดยที่ ∂x′µ/∂xν เปŨน transformation matrix ที่มีมิติ n× n และมี inverse เปŨน ∂xν/∂x′µ สอดคลšองกับ
คุณสมบัติ

∂xµ

∂x′ρ
∂x′ρ

∂xν
=

∂xµ

∂xν
= δµν (6)

∂x′µ

∂xρ

∂xρ

∂x′ν =
∂x′µ

∂x′ν = δµν (7)
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ในทำนองเดียวกัน เราสามารถหา transformation law ของ component ของ tangent vector dxµ/dλ
ไดšเปŨน

dx′µ

dλ =
∂x′µ

∂xν

dxν

dλ (8)

ซึ่งทำใหšทั่วไปสำหรับ vector ใดๆ V = V µ∂µ คือ

V ′µ(x′) =
∂x′µ

∂xν
V ν(x) (9)

เรียก transformation ดังกลŠาววŠา general coordinate transformation (GCT) ซึ่งมันทั่วไปมากๆ หนšาตา
ของ x′ = x′(x) ไมŠจำเปŨนตšองเปŨน linear function เหมือนกับของกรณีของ Lorentz transformation
ดังนั้นจึงกลŠาวไดšวŠา Lorentz transformation เปŨนกรณีเฉพาะของ GCT เนšนอีกครั้งวŠา ถึงแมšหนšาตาของ
transformation law ในสมการ (5) และ (9) จะเหมือนกันกับการทำ chain rule แตŠจริงๆ แลšวเราตšอง
กระทำตามกระบวนการดังที่กลŠาวไปแลšวจึงจะถูกตšอง นอกจากนี้ยังพบวŠา เมื่อเราพิจารณา transformation
law ของทั้ง vector ไมŠแปรเปลี่ยน (invariant) ภายใตš GCT V ′(x′) = V (x) เนื่องจากการใชš coordinate
พิจารณา vector หรือ geometrical object บน manifold ไมŠควรสŠงผลทำใหšเกิดการเปลี่ยนแปลงกับวัตถุ
นั้น

Transformation law ของ scalar และ covector
ในกรณีของ scalar function ϕ นั้น เราไมŠสามารถกระจายเปŨน linear combination ของ basis ไดš ดัง

นั้น transformation rule ของปริมาณ scalar คือ

ϕ′(x′) = ϕ(x) (10)

สำหรับกรณีของ covector ตัวอยŠางหนึ่งคือ gradient ของ scalar function dϕ ซึ่งสามารถกระจายไดš
เปŨน

dϕ = ∂µϕdxµ (11)

เห็นไดšวŠา component และ (coordinate) basis ของ dϕ ก็คือ ∂µϕ และ dxµ ตามลำดับ และมี transfor-
mation law ดังนี้

∂′
µϕ =

∂xν

∂x′µ ∂νϕ (12)

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν (13)
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และเนื่องจาก transformation law ใชšไดšสำหรับ covector ใดๆ ω = ωµdxµ ดังนั้น component ของ
covector ตšองเปลี่ยนไปภายใตš GCT

ω′
µ(x

′) =
∂xν

∂x′µ ων(x) (14)

เหมือนกับ scalar และ vector ทั้งตัว covector เองก็ไมŠขึ้นกับ coordinate ที่เลือกใชš ดังนั้นมันจะ invariant
ภายใตš GCT ω′(x′) = ω(x) เชŠนเดียวกัน

สังเกตวŠาที่ผŠานมาเราสนใจแคŠการใชš coordinate ที่ตŠางกันอธิบายจุดๆเดียวบน manifold และหาควม
สัมพันธŤของ coordinate คนละแบบ x ↔ x′ เทŠานั้น ไมŠไดšกลŠาวถึงการเปรียบเทียบจุดที่ตŠางกันบน manifold
ซึ่งจะไดšเรียนในวันตŠอไป หัวขšอ Covariant derivatives and Parallel transport สอนโดย อ.พิทยุทธ และมี
ขšอสังเกตเพิ่มเติมคือ coordinate ของตัวเศษ (หรือตัวสŠวน) ใน transformation matrix จะสอดคลšองกันกับ
ตำแหนŠงของ index ที่อยูŠขšางบน (หรือขšางลŠาง) เสมอ

3 Tensor
จากที่ไดšเรียนในคาบที่แลšว เราสามารถนิยาม vector V ที่แตŠละจุด p บน manifold M ไดš โดย vector นี้
จะอาศัยอยูŠใน vector space ที่เรียกวŠา tangent space TpM , V ∈ TpM นอกจากนี้ยังนิยาม covector
เปŨน map จากสมาชิกใน TpM ไปเปŨนจำนวนจริง โดย covector ω จะอาศัยอยูŠใน dual vector space
ของ TpM เรียกวŠา cotangent space T ∗

pM , ω ∈ T ∗
pM ดšวยมุมมองดังกลŠาว เราสามารถตีความกลับไปไดš

เชŠนกันวŠา vector เปŨน map จากสมาชิกใน T ∗
pM ไปเปŨนจำนวนจริงไดšเหมือนกัน สŠวน scalar นั้นก็คือ map

จากจำนวนจริงไปยังจำนวนจริง
ในทำนองเดียวกันกับการนิยามกŠอนหนšานี้เราสามารถนิยามปริมาณที่ทั่วไปกวŠาเรียกวŠา tensor โดย ten-

sor ชนิด (k, l) นิยามเปŨน multi-linear map จากชุดของ vector และ covector ไปเปŨนจำนวนจริง

T (k,l) : T ∗
pM × · · · × T ∗

pM︸ ︷︷ ︸
จำนวน k ตัว

×TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
จำนวน l ตัว

→ R (15)

โดยที่ × เปŨน Cartesian product ระหวŠาง vector space สังเกตไดšวŠา ปริมาณ scalar, vector และ cov-
ector เปŨน tensor ชนิด (0, 0), (1, 0) และ (0, 1) ตามลำดับ คำวŠา multi-linear map ในที่นี้หมายความวŠา
แตŠละ argument ของ tensor เปŨน linear map ยกตัวอยŠางเชŠน กรณีของ tensor ชนิด (1,1) T (ω, V ) ∈ R

ตšองมีคุณสมบัติดังนี้

• Multiplication by real number: T (αω, βV ) = αβ T (ω, V ) ∈ R

• Addition: T (ω + η, V +W ) = T (ω, V ) + T (η, V ) + T (ω,W ) + T (η,W )
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เนื่องจาก tensor ชนิด (k, l) เปŨน map จากชุดของ covector จำนวน k ตัวและ vector จำนวน l ตัว

T (k,l)
(
ω(1), . . . , ω(k), V (1), . . . , V (l)

)
∈ R (16)

ดังนั้นเราอาจเขียน tensor ดังกลŠาวในรูป component (ที่มี index บน k ตัวและ index ลŠาง l ตัว) และ
basis ไดšเปŨน

T (k,l) = T µ1···µk
ν1···νl∂µ1 ⊗ · · · ⊗ ∂µk

⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνl (17)

เห็นไดšวŠาเราสรšาง basis ของ tensor โดยการใชš tensor product ⊗ ระหวŠาง basis ของ vector และ
covector หลายๆ ตัวขึ้นมา ดังนั้นเห็นไดšวŠาเราสามารถใชš tensor product เพื่อสรšาง tensor ที่มี rank ใหญŠ
กวŠาเดิมไดš rank ของ tensor ชนิด (k, l) นิยามเปŨน k + l โดยทั่วไปแลšวไมŠสามารถสลับลำดับของ tensor
ในการทำ tensor product ไดš T ⊗ S ̸= S ⊗ T

เมื่อใชš transformation law ของ basis และเงื่อนไขที่วŠา ตัว tensor นั้น invariant ภายใตš GCT เรา
สามารถเขียน transformation law ของ tensor ชนิด (k, l) ไดšเปŨน

T ′µ1···µk
ν1···νl(x

′) =
∂x′µ1

∂xρ1
. . .

∂x′µk

∂xρk

∂xσ1

∂x′ν1
. . .

∂xσl

∂x′νl
T ρ1···ρk

σ1···σl
(x) (18)

ตŠอไปจะกลŠาวถึง tensor operation ที่สำคัญอยŠางหนึ่ง เรียกวŠา contraction โดย operation นี้จะทำใหš
rank ของ tensor ลดลงไดš

Contraction ของ index
พิจารณา GCT ของปริมาณ tensor ชนิด (1,1) ที่มี index ซ้ำกัน (summation) Qµ

µ พบวŠา

Qµ
µ(x) → Q′µ

µ(x
′) =

∂x′µ

∂xρ

∂xσ

∂x′µQ
ρ
σ(x)

=
∂xσ

∂xρ
Qρ

σ(x)

= δσρQ
ρ
σ(x)

= Qσ
σ(x) (19)

ซึ่งเปŨนแบบเดียวกับ transformation ของปริมาณ scalar ดังที่แสดงในสมการ (10) สังเกตไดšวŠาหากเราทำใหš
index ของ tensor ตัวบนกับลŠางคูŠใดคูŠหนึ่งเหมือนกัน (summation) แลšวจะพบวŠามันใหšผลเหมือนกับวŠาเรา
ตัด index คูŠนั้นทิ้งไป เกิดเปŨน tensor ชนิดใหมŠขึ้นมา โดยที่ tensor ใหมŠนี้มี rank ลดลง 2 เทียบกับ tensor
เดิม ยกตัวอยŠางเชŠน

T µνγ
ρσ

sum over−−−−−−−−→
indices ν and ρ

T µνγ
νσ ≡ Sµγ

σ (20)
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เราเรียกการกระทำนี้วŠา contraction โดยหลังจากที่ทำ contraction ของ tensor ชนิด (k, l) จะไดšเปŨน
tensor ชนิด (k − 1, l − 1) ซึ่ง contraction นี้สามารถทำระหวŠาง tensor หลายๆตัวไดšเชŠนกัน

T µνγ
ρσV

τ sum over−−−−−−−−→
indices σ and τ

T µνγ
ρσV

σ ≡ Sµνγ
ρ (21)

หากเปŨนกรณีของ tensor ชนิด (0, k) หรือ tensor ชนิด (k, 0) จะไมŠสามารถทำ contraction ดšวยตัวมัน
เองไดš เนื่องจากมีแคŠ index ชนิดลŠางหรือบนเพียงชนิดเดียวเทŠานั้น

สังเกตเพิ่มเติมไดšวŠาเราสามารถบอกชนิดของปริมาณ tensor รวมไปถึงคุณสมบัติภายใตš GCT จะสามารถ
ทำไดšโดยการพิจารณาเพียงแคŠ component ของมันก็พอแลšว (กรณี tensor หลายตัวก็ยังใชšไดšอยูŠ) ดังนั้น
สำหรับการใชšงาน (อาจะเห็นในคาบตŠอๆไป) เรามักจะละการเขียน basis ของ tensor เพื่อความสะดวก

4 Metric tensor
ในสŠวนสุดทšายนี้จะแนะนำ tensor ที่สำคัญมากในทฤษฎีสัมพัทธภาพเรียกวŠา metric tensor ซึ่งเปŨน sym-
metric tensor ชนิด (0, 2)

g = gµνdxµ ⊗ dxν = gνµdxµ ⊗ dxν (22)

ดังนั้น metric tensor ก็คือ map จาก vector 2 ตัวไปเปŨนจำนวนจริง

g(0,2) : TpM × TpM → R (23)

แลšวเมื่อกำหนดใหš V และ W เปŨน vector 2 ตัวใดๆ เราสามารถเขียนไดšวŠา

g(V,W ) = V ·W = gµνV
µW ν = g(V,W ) ∈ R (24)

ซึ่งก็คือ inner product ของ vector 2 ตัว ที่มี component เปŨน V µ และ W µ นั่นเอง โดยเครื่องหมาย
เทŠากับสุดทšายไดšมาจากการใชšคุณสมบัติที่วŠา metric tensor เปŨน symmetric tensor นอกจากนี้ยังสังเกตไดš
วŠาคลšายคลึงกับการทำ dot product ระหวŠาง vector 2 ตัวที่เคยเห็นมากŠอน ซึ่งเปŨนกรณีเฉพาะของ inner
product ที่กลŠาวไปนั่นเอง

ในการนิยามขนาดของ vector เราสามารถทำไดšในทำนองเดียวกันกับที่เคยทำ คือใหšขนาดของ vector V
ยกกำลังสองเปŨน inner product ของตัว vector เอง

||V ||2 = gµνV
µV ν (25)
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สังเกตไดšวŠาที่ขนาดยกกำลังสองดังกลŠาวสามารถเปŨนไดšทั้งคŠาบวก ลบ และ ศูนยŤ (โดยที่ V ไมŠจำเปŨนตšองเปŨน
vector ศูนยŤ) ซึ่งบŠงบอกวŠา vector ตัวนี้เปŨนประเภท space-like vector, time-like vector และ light-like
vector ตามลำดับ 1

สำหรับกรณี manifold n มิติ เราพิจารณา metric tensor ในรูปของ n× n matrix 2 ไดšเปŨน

[g] ≡


g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g1n
... ... ...

gn1 gn2 · · · gnn

 (26)

ดังนั้น inverse ของ metric tensor ก็คือ inverse matrix ของ gµν โดยทั่วไปใชšสัญลักษณŤเปŨน gµν ทำใหš
เขียนไดšวŠา

gµρg
ρν = δνµ (27)

ความสัมพันธŤในสมการ (27) เปŨนจริงสำหรับทุกๆ coordinate system โดยเห็นไดšวŠา δµν เปŨน tensor ชนิด
(1,1) ที่เกิดจาก contraction ระหวŠาง tensor 2 ตัว ซึ่งสอดคลšองกับการใหš inverse ของ metric tensor จึง
ตšองเปŨน tensor ชนิด (2,0) นั่นเอง โดยทั่วไปจะกำหนดวŠาใหš metric tensor มีคุณสมบัติ non-degenerate
สอดคลšองกับ det([g]) ̸= 0 ในรูปแบบ matrix นั่นก็คือเงื่อนไขที่ทำใหšมี inverse ของ metric tensor เสมอ
นั่นเอง

ความไมŠสมเหตุสมผล เมื่อ matrix [g] มี eigenvalue เปŨนศูนยŤ
คุณสมบัติ non-degenerate ของ metric tensor กลŠาวมานั้นจะสอดคลšองกับการที่ eigenvalue ของ

metric tensor ในรูปแบบ matrix ไมŠมีตัวใดเลยเปŨนศูนยŤ ในที่นี่จะแสดงใหšเห็นถึงความไมŠสมเหตุสมผล หาก
มี eigenvalue ของ matrix (gµν) เปŨนศูนยŤ จากที่ไดšเห็นในสŠวนของทฤษฎีสัมพัทธภาพพิเศษ (ในสŠวนของ
online pre-school สอนโดย อ.ภาวิน อ.ปฏิภาณ และ อ.ชาคริต) เราใชš metric tensor เพื่อนิยามระยะทาง
ระหวŠางจุด 2 จุดใน spacetime

ds2 = gµνdxµdxν = [dx]T [g] [dx] (28)
1เครื่องหมายในกรณีนี้ สอดคลšองกับการพิจารณา vector ใน spacetime 4 มิติ โดยกำหนดใหš signature ของ metric

tensor เปŨน (−,+,+,+)
2rank-2 tensor ไมŠจำเปŨนที่จะสามารถเขียนในรูปของ matrix ไดšเสมอไป เนื่องจากวŠา matrix โดยทั่วไปแลšวไมŠไดš invariant

ภายใน GCT
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พบวŠาสำหรับ n×n matrix g ใดๆ ที่มี eigenvalue ไมŠซ้ำกัน เราจะสามารถทำใหšเปŨน diagonalized matrix
ไดšเสมอ โดยการหา invertible n× n matrix [P ] ที่ทำใหš

[P ][g][P ]T =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λn

 ≡ [gdiag] (29)

เมื่อ λi เปŨน eigenvalue ของ matrix [g] แลšวเมื่อพิจารณา line element จากสมการ (28)

ds2 = [dx]T [g] [dx]
= [dx]T ([P ]T [P ]

)
[g]

(
[P ]T [P ]

)
[dx]

=
(
[P ][dx])T (

[P ][g][P ]T
) (

[P ][dx])
= [d̃x]T [gdiag] [d̃x]
= λµ

(dx̃µ
)2 (30)

สมมุติวŠาในกรณีที่ λ1 = 0 และเลือกพิจารณาในทิศทางที่เปลี่ยนไปในทิศของ coordinate x̃1 เทŠานั้น (dx̃j =

0 เมื่อ j ̸= 1) จะไดšวŠาระยะทางระหวŠางจุดสองจุดคือ

ds2 = ���
0

λ1

(dx̃1
)2

= 0 (31)

ถึงแมšวŠา dx̃1 ̸= 0 ก็ตาม ทำใหšสรุปไดšวŠาถšามี eigenvalue ของ [g] เปŨนศูนยŤแลšว เราจะสามารถหาระยะทาง
ระหวŠางจุดสองจุดไดšเปŨนศูนยŤเสมอ ซึ่งไมŠสมเหตุสมผล

Raising and lowering ของ index
อยŠางที่ไดšเห็นในคาบของ อ.อภิมุข (อีกแลšว) วŠาหากพิจารณา contraction ระหวŠาง metric tensor และ

vector พบวŠาจะมีการแปลงแบบเดียวกับการแปลงของ covector โดยเมื่อพิจารณาในรูป component จะ
เห็นวŠาการ contraction ดšวย metric tensor ที่ vector V µ จะเปŨนการดึง index ชนิดบนของ vector ลง
มาเปŨนปริมาณที่มี index ชนิดลŠางแทน

gµνV
ν = Vµ (32)

ซึ่งการดึง index ลงนี้สามารถใชšไดšกับ tensor ทั่วๆไปไดšดšวย เชŠน

gµνT
ρνσ

γ = T ρ σ
µ γ (33)
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ในทำนองเดียวกันเราสามารถยก index ขึ้น ดšวยการใชš inverse ของ metric tensor เชŠน

gµρSσνµ = S ρ
σν (34)

นอกจากนี้ metric tensor ยังมีความสำคัญในแงŠของที่พิจาณา general relativity เปŨน classical ųeld
theory แบบหนึ่ง เพราะตัว metric tensor นั้นทำหนšาที่เปŨน dynamical ųeld โดยเราสามารถ derive หา
Einstein ųeld equations ไดšจากการ least action principle ของ Einstein–Hilbert action ซึ่งจะไดšเรียน
ในคาบตŠอๆ ไป

5 แบบฝřกหัด
1. ใชšขšอเท็จจริงที่วŠา vector V = V µ∂µ เปŨน geometrical object ซึ่งไมŠควรขึ้นกับ coordinate (V is

invariant under GCT) เพื่อหา transformation law ของ component ของ vector V µ เมื่อเรามี
transformation law ของ basis ตามที่ไดšกลŠาวมาในคาบ

∂′
µ =

∂xν

∂x′µ∂ν (5)

และตรวจสอบวŠาสอดคลšองกับสมการ (9) หรือไมŠ

2. พิจารณา metric tensor บน manifold 2 มิติ พบวŠาสามารถเขียน component ของ metric tensor
และ inverse ของมันในรูปของ matrix ที่บรรยายดšวย coordinate (x, y) ไดšเปŨน

gµν(x, y) = gµν(x, y) =

 1 0

0 1

 (35)

เมื่อทำ coordinate transformation (x, y) → (x′, y′) ดังรูปดšานลŠางแลšว ลองแสดงวŠา

g′µν(x
′, y′) ̸= g′µν(x′, y′) เมื่อ θ1 ̸= θ2 (36)

และ g′µν(x
′, y′) = g′µν(x′, y′) เมื่อ θ1 = θ2 (37)
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3. ในทฤษฎีสนามไฟฟŜาแมŠเหล็กใน Ŵat spacetime, gµν = ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) เมื่อพิจาณา
component ของปริมาณ antisymmetric tensor ชนิด (0,2) ที่เรียกวŠา ųeld strength tensor

F µν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 (38)

เมื่อ Ei และ Bi คือสนามไฟฟŜาและสนามแมŠเหล็กในทิศทาง xi = (x, y, z) ตามลำดับ สังเกตไดšวŠา
Fµν = −Fνµ ซึ่งก็คือคุณสมบัติ antisymmetric ของ tensor นี้

3.1 ลองเขียนหนšาตาของ Fµν ในรูปของ matrix
3.2 หาวŠาสนามไฟฟŜาและสนามแมŠเหล็กเปŨนอยŠางไร สำหรับคนวัดที่เคลื่อนดšวย Lorentz boost ไป

ในทิศทาง y ดšวยความเร็วคงที่ v ซึ่งสามารถบรรยายดšวย transformation matrix คือ

∂x′µ

∂xν
= Λµ

ν =


γ 0 −γv 0

0 1 0 0

−γv 0 γ 0

0 0 0 1

 , γ =
(
1− v2

)−1/2 (39)

โดยใชš transformation law สำหรับ component ของ tensor นี้

F ′µν =
∂x′µ

∂xρ

∂x′ν

∂xσ
F ρσ (40)

3.3 จงแสดงวŠาปริมาณ

F µνFµν = 2
[ (

B2
x +B2

y +B2
z

)
−
(
E2

x + E2
y + E2

z

) ] (41)

เปŨนปริมาณที่ invariant ภายใตš Lorentz boost ในทิศทาง y
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