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1. ใชขอเท็จจริงที่วา vector V = V µ∂µ เปน geometrical object ซึ่งไมควรขึ้นกับ coordinate
(V is invariant under GCT) เพื่อหา transformation law ของ component ของ vector V µ เมื่อเรามี
transformation law ของ basis ตามที่ไดกลาวมาในคาบ

∂′
µ =

∂xν

∂x′µ∂ν (5)

และตรวจสอบวาสอดคลองกับสมการ (9) หรือไม

วิธีทำ
เราสามารถเขียนปริมาณ vector ที่บรรยายดวย coordinate x′ โดยใช transformation law ของ basis

ไดดังนี้

V ′(x′) = V ′µ(x′)∂′
µ

= V ′µ(x′)

[
∂xν

∂x′µ∂ν

]
=

[
∂xν

∂x′µV
′µ(x′)

]
∂ν

เพื่อใหไดวา vector บรรยายดวย coordinate x′, V ′(x′) เปนปริมาณที่ invariant ภายใต GCT หรือก็คือ
เทากับ vector บรรยายดวย coordinate x, V (x) = V ν(x)∂ν ดังนั้นเราตองไดความสัมพันธของ compo-
nent ในทั้งสอง coordinates x และ x′ คือ

V ν(x) =
∂xν

∂x′µV
′µ(x′)

หรือ inverse transformation เปน

V ′µ(x′) =
∂x′µ

∂xν
V ν(x)

ซึ่งจริงๆ แลวมันก็คือ transformation law ที่แสดงในสมการ (9) ใน note (ที่แกคำผิดแลว) นั่นเอง
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2. พิจารณา metric tensor บน manifold 2 มิติ พบวาสามารถเขียน component ของ metric tensor
และ inverse ของมันในรูปของ matrix ที่บรรยายดวย coordinate (x, y) ไดเปน

gµν(x, y) = gµν(x, y) =

 1 0

0 1


เมื่อทำ coordinate transformation (x, y) → (x′, y′) ดังรูปดานลางแลว ลองแสดงวา

g′µν(x
′, y′) ̸= g′µν(x′, y′) เมื่อ θ1 ̸= θ2

และ g′µν(x
′, y′) = g′µν(x′, y′) เมื่อ θ1 = θ2

วิธีทำ
จากรูปเราสามารถเขียนความสัมพันธระหวาง coordinates (x, y) ↔ (x′, y′) โดย project ลงคา x′

และ y′ ไปแกน x และ y ไดเปน

x = x′ cos θ1 − y′ sin θ2
y = x′ sin θ1 + y′ cos θ2

หรือในทางกลับกัน

x′ = x cos θ1 + y sin θ2
y′ = −x sin θ1 + y cos θ2

เมื่อกำหนด coordinate ในการพิจารณาเปน xµ = (x1, x2) = (x, y) และ x′µ = (x′1, x′2) = (x′, y′) เรา
สามารถเขียน transformation matrix ไดเปน x1

x2

 =

 c1 −s2

s1 c2


︸ ︷︷ ︸
≡


∂x1

∂x′1
∂x1

∂x′2

∂x2

∂x′1
∂x2

∂x′2



 x′1

x′2

 และ
 x′1

x′2

 =

 c1 s2

−s1 c2


︸ ︷︷ ︸
≡


∂x′1

∂x1
∂x′1

∂x2

∂x′2

∂x1
∂x′2

∂x2



 x1

x2
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ในที่นี้ใชสัญลักษณ s1 ≡ sin θ1, s2 ≡ sin θ2, c1 ≡ cos θ1 และ c2 ≡ cos θ2 เพื่อความสะดวก
metric tensor ใน coordinate (x′, y′) ที่คำนวณจาก transformation law ของ tensor ชนิด (0,2)

คือ
g′µν(x

′1, x′2) =
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν gρσ(x
1, x2) (2)

ทำทีละ component ไดเปน

[µ = ν = 1] → g′11 =
∂xρ

∂x′1
∂xσ

∂x′1 gρσ

=
∂x1

∂x′1
∂x1

∂x′1 g11 +
∂x2

∂x′1
∂x1

∂x′1�
�*0g21 +

∂x1

∂x′1
∂x2

∂x′1�
�*0g12 +

∂x2

∂x′1
∂x2

∂x′1 g22

= (c1)(c1)(1) + 0 + 0 + (s1)(s1)(1)

= s21 + c21 = 1,

[µ = 2, ν = 1] → g′21 =
∂xρ

∂x′2
∂xσ

∂x′1 gρσ

=
∂x1

∂x′2
∂x1

∂x′1 g11 +
∂x2

∂x′2
∂x1

∂x′1�
�*0g21 +

∂x1

∂x′2
∂x2

∂x′1�
�*0g12 +

∂x2

∂x′2
∂x2

∂x′1 g22

= (−s2)(c1)(1) + 0 + 0 + (c2)(s1)(1)

= s1c2 − c1s2,

[µ = 1, ν = 2] → g′12 =
∂xρ

∂x′1
∂xσ

∂x′2 gρσ

=
∂x1

∂x′1
∂x1

∂x′2 g11 +
∂x2

∂x′1
∂x1

∂x′2�
�*0g21 +

∂x1

∂x′1
∂x2

∂x′2�
�*0g12 +

∂x2

∂x′1
∂x2

∂x′2 g22

= (c1)(−s2)(1) + 0 + 0 + (s1)(c2)(1)

= s1c2 − c1s2,

[µ = ν = 2] → g′22 =
∂xρ

∂x′1
∂xσ

∂x′1 gρσ

=
∂x1

∂x′2
∂x1

∂x′2 g11 +
∂x2

∂x′2
∂x1

∂x′2�
�*0g21 +

∂x1

∂x′2
∂x2

∂x′2�
�*0g12 +

∂x2

∂x′2
∂x2

∂x′2 g22

= (−s2)(−s2)(1) + 0 + 0 + (c2)(c2)(1)

= s22 + c22 = 1

ดังนั้น metric tensor ใน coordinate (x′, y′) เปน

g′µν =

 1 s1c2 − c1s2

s1c2 − c1s2 1

 (#)

ในทำนองเดียวกัน เราจะได inverse ของ metric tensor ใน coordinate (x′, y′) เปน

g′µν =

 1 −s1c2 + c1s2

−s1c2 + c1s2 1
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เห็นไดอยางชัดเจนวา

g′µν(x
′, y′) ̸= g′µν(x′, y′) เมื่อ θ1 ̸= θ2

และ g′µν(x
′, y′) = g′µν(x′, y′) =

 1 0

0 1

 เมื่อ θ1 = θ2

เพิ่มเติม
Transformation law ในสมการ (2) สามารถเขียนเปน matrix form ไดคือ

[g′] =

[
∂x

∂x′

]T
[g]

[
∂x

∂x′

]

=

 c1 −s2

s1 c2

T  1 0

0 1

 c1 −s2

s1 c2


=

 c1 s1

−s2 c2

 1 0

0 1

 c1 −s2

s1 c2


=

 s21 + c21 −c1s2 + s1c2

−s2c1 + s1c2 s22 + c22


ซึ่งเทากันกับผลลัพธในสมการ (#) สวน transformation สำหรับ inverse ของ metric tensor จะเขียนใน
matrix form ไดเปน

[g′−1] =

[
∂x′

∂x

]T
[g−1]

[
∂x′

∂x

]
สังเกตวาลำดับการดำเนินการกรณีที่เปน matrix form จะตองเรียงลำดับอยางถูกตอง ไมเหมือนกับ com-

ponent form ในสมการ (2) เปนเพียงตัวเลขที่มีคุณสมบัติสลับที่การคูณได (แคตองระวังเรื่อง dummy in-
dices ใหถูกตอง) นอกจากนี้ยังสังเกตไดวา เราไมสามารถเขียน transformation law ของ tensor ที่มี rank
สูงกวา 2 ได เนื่องจากเราไมสามารถ represent ตัว tensor ดังกลาวในรูป matrix ไดนั่นเอง
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3. ในทฤษฎีสนามไฟฟาแมเหล็กใน at spacetime, gµν = ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) เมื่อพิจาณา
component ของปริมาณ antisymmetric tensor ชนิด (0,2) ที่เรียกวา eld strength tensor

F µν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0


เมื่อ Ei และ Bi คือสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กในทิศทาง xi = (x, y, z) ตามลำดับ สังเกตไดวา Fµν =

−Fνµ ซึ่งก็คือคุณสมบัติ antisymmetric ของ tensor นี้

3.1 ลองเขียนหนาตาของ Fµν ในรูปของ matrix

3.2 หาวาสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กเปนอยางไร สำหรับคนวัดที่ เคลื่อนดวย Lorentz boost ไปใน
ทิศทาง y ดวยความเร็วคงที่ v ซึ่งสามารถบรรยายดวย transformation matrix คือ

∂x′µ

∂xν
= Λµ

ν =


γ 0 −γv 0

0 1 0 0

−γv 0 γ 0

0 0 0 1

 , γ =
(
1− v2

)−1/2

โดยใช transformation law สำหรับ component ของ tensor นี้

F ′µν =
∂x′µ

∂xρ

∂x′ν

∂xσ
F ρσ

3.3 จงแสดงวาปริมาณ

F µνFµν = 2
[ (

B2
x +B2

y +B2
z

)
−
(
E2

x + E2
y + E2

z

) ]
เปนปริมาณที่ invariant ภายใต Lorentz boost ในทิศทาง y

วิธีทำ
3.1
เนื่องจาก tensor Fµν มีคุณสมบัติ antisymmetric ซึ่งหมายความวา มี component อิสระอยูแค 6

ตัว (จำนวนดังกลาวเปนจริงแคในกรณี 4 มิติเทานั้น) คือ F01 = −F10, F02 = −F20, F03 = −F30,
F12 = −F21, F13 = −F31, F23 = −F32 สวน component ที่เหลือ F00, F11, F22, F33 จะตองเปนศูนย
เทานั้น ถึงจะสอดคลองกับเงื่อนไข Fµν = −Fνµ
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เราทราบแลววา component Fµν สามารถคำนวนไดโดยใช lowering ดวย metric tensor ดังนี้

Fµν = gµρgνσF
ρσ

คิดทีละ component ไดเปน

[µ = 0, ν = 1] → F01 = g0ρg1σF
ρσ

= g00g11F
01 [เหลือเพียงแคกรณีที่ ρ = 0 และ σ = 1 เทานั้น

เนื่องจากถา ρ ̸= 0 จะให g0ρ เปนศูนย
และถา σ ̸= 1 จะให g1σ เปนศูนย]

= (−1)(1)F 01 = −F 01

ในทำนองเดียวกันจะไดวา F02 = −F 02 และ F03 = −F 03

[µ = 1, ν = 2] → F01 = g1ρg2σF
ρσ

= g11g22F
12 [เหลือเพียงแคกรณีที่ ρ = 1 และ σ = 2 เทานั้น

เนื่องจากถา ρ ̸= 1 จะให g1ρ เปนศูนย
และถา σ ̸= 2 จะให g2σ เปนศูนย]

= (1)(1)F 12 = F 12

ในทำนองเดียวกันจะไดวา F13 = F 13 และ F23 = F 23 นอกจากนี้ยังสังเกตไดวาคุณสมบัติ antisymmetric
ของ Fµν = −Fνµ ยังคงมีอยู ดังนั้นเราสามารถเขียน tensor Fµν ไดเปน

Fµν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0


นอกจากนี้ผลลัพธของการ lowering ของ index ดังกลาวสามารถเขียนในรูปการคูณของ matrix ไดเปน

Fµν = [g]T [F µν ][g]

=


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


T 

0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0




−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
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Fµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




0 Ex Ey Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0



=


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 Bz −By

Ey −Bz 0 Bx

Ez By −Bx 0


3.2
คิดทีละ component ของ transformation

F ′µν =
∂x′µ

∂xρ

∂x′ν

∂xσ
F ρσ

ไดวา
[µ = 0, ν = 1] → F ′01 =

∂x′0

∂xρ

∂x′1

∂xσ
F ρσ

=
∂x′0

∂x0

∂x′1

∂x1
F 01 +

∂x′0

∂x2

∂x′1

∂x1
F 21[

∂x′0

∂xρ
ที่ไมเปนศูนย มีแค ∂x′0

∂x0
และ ∂x′0

∂x2

สวน ∂x′1

∂xρ
ที่ไมเปนศูนย มีแค ∂x′1

∂x1
เทานั้น

]
= (γ)(1)(Ex) + (−γv)(1)(−Bz)

→ E ′
x = γ(Ex + vBz)

[µ = 0, ν = 2] → F ′02 =
∂x′0

∂xρ

∂x′2

∂xσ
F ρσ

=
∂x′0

∂x0

∂x′2

∂x0
���*0
F 00 +

∂x′0

∂x2

∂x′2

∂x0
F 20 +

∂x′0

∂x0

∂x′2

∂x2
F 02 +

∂x′0

∂x2

∂x′2

∂x2
���*0
F 22[

∂x′0

∂xρ
ที่ไมเปนศูนย มีแค ∂x′0

∂x0
และ ∂x′0

∂x2

สวน ∂x′2

∂xρ
ที่ไมเปนศูนย มีแค ∂x′2

∂x0
และ ∂x′2

∂x2

]
= 0 + (−γv)(−γv)(−Ey) + (γ)(γ)(Ey) + 0

→ E ′
y = γ2(−v2 + 1)Ey = Ey
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[µ = 0, ν = 3] → F ′03 =
∂x′0

∂xρ

∂x′3

∂xσ
F ρσ

=
∂x′0

∂x0

∂x′3

∂x3
F 03 +

∂x′0

∂x2

∂x′3

∂x3
F 23

= (γ)(1)(Ez) + (−γv)(1)(Bx)

→ E ′
z = γ(Ez − vBx)

[µ = 1, ν = 2] → F ′12 =
∂x′1

∂xρ

∂x′2

∂xσ
F ρσ

=
∂x′1

∂x1

∂x′2

∂x0
F 10 +

∂x′1

∂x1

∂x′2

∂x2
F 12

= (1)(−γv)(−Ex) + (1)(γ)(Bz)

→ B′
z = γ(Bz − vEx)

[µ = 1, ν = 3] → F ′13 =
∂x′1

∂xρ

∂x′3

∂xσ
F ρσ

=
∂x′1

∂x1

∂x′3

∂x3
F 13

= (1)(1)F 13

→ −B′
y = −By

[µ = 2, ν = 3] → F ′23 =
∂x′2

∂xρ

∂x′3

∂xσ
F ρσ

=
∂x′2

∂x0

∂x′3

∂x3
F 03 +

∂x′2

∂x2

∂x′3

∂x3
F 23

= (−γv)(1)(Ez) + (γ)(1)(Bx)

→ B′
x = γ(Bx − vEz)

สรุปไดวา สนามไฟฟาและสนามแมเหล็กในแตละทิศทางที่วัดโดยผูที่เคลื่อนที่ดวย Lorentz boost ใน
ทิศทาง y จะสัมพันธกับสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กที่วัดโดยผูสังเกตที่อยูนิ่ง ดังนี้

E ′
x = γ(Ex + vBz), E ′

y = Ey, E ′
z = γ(Ez − vBx) (∗)

B′
x = γ(Bx − vEz), B′

y = By, B′
z = γ(Bz − vEx) (†)
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3.3
เราสามารถเขียนปริมาณ F µνFµν ในรูปของสนามไฟฟาและสนามแมเหล็กไดดังนนี้

F µνFµν = F 0iF0i + F i0Fi0 + F ijFij [ให index i, j เปน 1, 2, 3 (ไมรวม 0)]
= F 0iF0i + (−F 0i)(−F0i) + F ijFij

= 2F 0iF0i + F ijFij

= 2
[
F 01F01 + F 02F02 + F 03F03

]
+
[
(F 12F12 + F 13F13) + (F 21F21 + F 23F23)

+(F 31F31 + F 32F32)
]

= 2
[
Ex(−Ex) + Ey(−Ey) + Ez(−Ez)

]
+Bz(Bz) + (−By)(−By) + (−Bz)(−Bz)

+Bx(Bx) +By(By) + (−Bx)(−Bx)

= 2
[
− (E2

x + E2
y + E2

z ) + (B2
x +B2

y +B2
z )
]

ในทำนองเดียวกัน ปริมาณ F ′µνF ′
µν ก็จะเขียนไดเปน

F ′µνF ′
µν = 2

[
− (E ′2

x + E ′2
y + E ′2

z ) + (B′2
x +B′2

y +B′2
z )

]
ใชผลลัพธจากขอ 2.3 ในสมการ (∗) และ (†) สามารถแปลงปริมาณที่วัดโดยผูสังเกตที่เคลื่อนดวย Lorentz
boost ในทิศ y ในรูปของปริมาณที่วัดโดยผูสังเกตที่อยูนิ่ง ไดดังนี้

2
[
− (E ′2

x + E ′2
y + E ′2

z ) + (B′2
x +B′2

y +B′2
z )

]
= 2

[
− γ2(Ex + vBz)

2 − E2
y − γ2(Ez − vBx)

2 + γ2(Bx − vEz)
2 +B2

y + γ2(Bz − vEx)
2
]

= 2
[
− γ2(E2

x +�����2vExBz + v2B2
z )− E2

y − γ2(E2
z −

XXXXX2vEzBx + v2B2
x)

+γ2(B2
x −

XXXXX2vEzBx − v2E2
z ) +B2

y + γ2(B2
z −�����2vExBz + v2E2

x)
]

= 2
[
− γ2(1− v2)E2

x + E2
y − γ2(1− v2)E2

z + γ2(1− v2)B2
x +B2

y + γ2(1− v2)B′2
z

]
= 2

[
− (E2

x + E2
y + E2

z ) + (B2
x +B2

y +B2
z )
]

= F µνFµν

สรุปไดวาปริมาณ F µνFµν = F ′µνF ′
µν เปนปริมาณที่ invariant ภายใต Lorentz boost ในทิศทาง y ซึ่ง

สอดคลองกับความจริงที่วา component ของปริมาณ scalar จะไมขึ้นกับ coordinate กลาวคือ

F ′µνF ′
µν(x

′) = F µνFµν(x)
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