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1 Covariant derivatives
โดยทวัไปแลว้ การทาํ derivatives ของเวกเตอร์ คือการเปรยีบเทียบเวกเตอรที์อยูต่าํแหน่
งใกล้ๆ กนั ผลตา่งจากการเปรยีบเทียบนีจะสือถงึการทาํ derivatives โดยตรง อยา่งไร
ก็ตาม การทาํ derivatives บนกาลอวกาศทีมีความโคง้นนัมีความยุง่ยากกวา่การทาํ
derivatives กาลอวกาศแบบแบนราบ เนืองจากเวกเตอรที์นาํมาเปรยีบเทียบกนันนัอยู่
คนละ tanget space กนั ดว้ยเหตนีุ partial derivatives ของเวกเตอร,์ V µ, จงึไม่ invari-
ant ภายใตก้ารแปลงพิกดัทวัไป กลา่วคือ

∂ ′
µV

′ν =
∂

∂x′µV
′ν ,

=

(
∂xρ

∂x′µ
∂

∂xρ

)(
∂x′ν

∂xσ
V σ

)
,

=
∂xρ

∂x′µ
∂x′ν

∂xσ

∂

∂xρ
V σ +

∂xρ

∂x′µ
∂2x′ν

∂xρ∂xσ
V σ,

=
∂xρ

∂x′µ
∂x′ν

∂xσ
∂ρV

σ +
∂xρ

∂x′µ
∂2x′ν

∂xρ∂xσ
V σ. (1)

จะเห็นไดว้า่ ∂µV ν ไมไ่ดแ้ปลงแบบ tensor rank (1,1) ทงันีเนืองจากวา่ มีพจน์ ∂xρ

∂x′µ
∂2x′ν

∂xρ∂xσV
σ

เพิมขนึมาจากสมการ (1)
ใน section นี เราจะหาวิธีการทาํ derivatives เหมาะๆ โดยทีการทาํ derivatives นนั

ไม่เปลยีนรูปแบบภายใตก้ารแปลงพิกดัทวัไป จากทีกลา่วไปแลว้วา่ การทาํ derivatives
นนั สมัพนัธ์โดยตรงกบั การหาผลตา่งของเวกเตอร์ทีตาํแหน่งตา่งกนั เพือให้เห็นภาพ
ลองพิจารณา เวกเตอรใ์น 3 มิติ 2 ตวั V i(xj) and V i(xj + dxj) = V i + dV i (ตามรูป
1), derivatives ของเวกเตอรส์ามารถเขียนไดเ้ป็น

Figure 1: ในกาลอาวกาศ 3 มิติแบบแบนราบ เวกเตอร์ 2 ตวั สามารถนาํมาเปรยีบเทียบ
กนัไดโ้ดยตรง

∂V i

∂xj
= lim

dxj→0

V i(xj + dxj)− V i(xj)

dxj
. (2)
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ในกรณีของ กาลอวกาศแบนราบ เราสามารถนิยาม derivatives ในลกัษณะเชน่นีได้
เพราะ เวกเตอรท์งัสองตวันนั อยูที่ tangent space เดียวกนั อยา่งไรก็ตาม เราไมส่ามารถ
ทาํในลกัษณะเช่นเดียวกนันีได้ในกาลอาวกาศโคง้ เนืองจาก ทงัสองเวกเตอร์นนั อยู่
คนละตาํแหน่ง (โดยทวัไปแลว้ อยูค่นละ tangent space กนั)

ดงันนั เราอาจจะจาํเป็นทีจะตอ้ง พยายามหาหนทางทีจะนาํเวกเตอรใ์หม้าอยูต่าํแหนง่
เดียวกนัก่อนแลว้คอ่ยนาํมาเปรยีบเทียบกนั เพือความสะดวก เราจะให้เวกเตอร์ทีถกู
เลือนมาแลว้มายงัทีตาํแหน่งเดียวกนัแลว้เขียนไดเ้ป็น V µ(xν)+ δV µ แสดงตามรูป Fig.
2

จะเห็นได้วา่ ตอนนีเรามีเวกเตอร์ 2 ตวัทีตาํแหน่งเดียวกนัแลว้ กลา่วคือ V µ(xν +

dxν) = V µ(xν) + dV µ เป็นเวกเตอร์ทีเปลยีนแปลงโดยตวัของมนัเองเนืองจากการ
เปลียนตาํแหนง่ (โดยทวัไปแลว้การเปลียนแปลงนีจะยงัคงมีอยู่ในกาลอวกาศแบนราบ)
และ V µ(xν + dxν) = V µ(xν) + δV µ เป็นเวกเตอรที์เปลียนไปเนืองจากเราเลอืนเวก
เตอรนี์ไปโดยวิธีการหนงึ ซงึจะเรยีกตอ่ไปวา่ การเลือนทางขนาน (การเปลียนแปลงนีจะ
หายไปเมือพิจารณาในกาลอวกาศแบนราบ)

Figure 2: เวกเตอร์ 2 ตวัทีตาํแหน่งเดียวกนัสามารถนาํเอามาเปรยีบเทียบกนัเพือทีจะ
การ derivatives เหมาะๆได้

จากทีกลา่วไปขา้งตน้นนั เราสามารถนาํเวกเตอรส์องตวัมาเปรยีบเทียบกนัไดโ้ดยผล
ตา่งของทงัสองนนัเขียนไดด้งันี V µ(xν) + δV µ and V µ(xν) + dV µ as

DV µ = (V µ(xν) + dV µ)− (V µ(xν) + δV µ) = dV µ − δV µ. (3)
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เราจะหา δV µ ได้อย่างไร
จากทีกลา่วไปก่อนหนา้นนั dV µ นนัสมัพนัธ์โดยตรงกบั partial derivatives คาํถาม
สาํคญัอยา่งหนงึคือ เราจะหาδV µ ไดอ้ยา่งไรในเมือ การเลือนเวกเตอรนี์เราใส่เองเขา้ไป
เฉยๆ? สงิทีเราพอจะรูอ้ยา่งหนงึคือ δV µ มนัควรจะขนึอยู่กบัวา่ V µ มากนอ้ยแค่ไหน
หรอืมีทิศทางอยา่งไร หรอือีกนยัหนงึ δV µ จะตอ้งแปรผนัโดยตรงกบั V µ นนัเอง

อีกประเดน็หนงึทีเราตอ้งพิจารณาคือ δV µ อยู่ tangent space เดียวกนักบั dV µ

เพราะฉะนนัแลว้ δV µ จะตอ้งแปรผนัตรงกบั dxµ ซงึโดยทวัไปแลว้จะเขียนไดเ้ป็น
δV µ ∝ V ρdxσ → δV µ = −Γµ

ρσV
ρdxσ, (4)

โดยที Γµ
ρσ คือ connection coefficient หรอืเรยีกสนัๆวา่ connection (ผมขอไมแ่ปลแลว้

กนั)

Note connection เป็นปรมิาณทีสองทีเรานาํเขา้มาใน manifold ตอ่จาก metric ten-
sor
Note (อีกที) connection มีความหมายเชิงฟิสกิส์คือปรมิาณทีเชือมระหวา่งจะสองจดุ
บน manifold ตามทีเราพยายามจะเลือนเวกตอรร์ะหวา่งจดุสองจดุนนัเอง
Note (อีกรอบ) connection สามารถคาํนวนหาไดจ้ากการเปลยีนแปลงของ basis ของ
เวกเตอร์ ∂µêν = Γρ

µν êρ

ในกาลอวกาศโคง้ เราสามารถหาเสน้ทางโคง้ใดๆระหวา่งจดุสองจดุได้ และเสน้โคง้
ดงักลา่วนนั ก็สามารถ parameterize ไดโ้ดย parameter λ เพราะฉะนนั ถา้เราจะหาผล
ตา่งของเวกเตอรร์ะหวา่งจดุสองจดุในกาลอวกาศโคง้นนั มนัเป็นธรรมชาติทีเราจะนิยาม
ผลตา่งนีเมือเทียบกบั parameter λ

จากทีกลา่วมานี เราสามารถนิยาม derivatives ตามแนวเสน้โคง้นีไดเ้ป็น (ใชส้มการ
(3))

DV µ

dλ ≡ dV µ

dλ − δV µ

dλ ,

≡ dxσ

dλ
∂V µ

∂xσ
+ Γµ

ρσV
ρdxσ

dλ ,

dxσ

dλ ∇σV
µ =

(
∂V µ

∂xσ
+ Γµ

ρσV
ρ

) dxσ

dλ , (5)

โดยทีเรานิยาม covariant derivative ของ vector V µ ตามนี
∇σV

µ = ∂σV
µ + Γµ

ρσV
ρ. (6)
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เราจะหา covariant derivative ของ dual vector Wµ ได้อย่างไร
สาํหรบั dual vector เราสามารถหา covariant derivative ของมนัได้จากขอ้มลูทีวา่
ปรมิาณ scalar จะไมเ่ปลยีนภายใตก้ารเปลยีนพิกดั กลา่วคือ

∇σ(V
µWµ) = 0. (7)

Exercise1 ใหผู้เ้ขา้รว่มใชส้มการขา้งบนเพือแสดงวา่ covariant derivative ของ
dual vector สามารถเขียนไดเ้ป็น

∇σWµ = ∂σWµ − Γρ
σµWρ. (8)

โดยทวัไปแลว้ เราสามารถใชห้ลกัการณเ์ดียวกนันี เขียน covariant derivatives ของ
tensor ไดเ้ป็น

∇ρT
µ1···µp

ν1···νq = ∂ρT
µ1···µp

ν1···νq +

p∑
i=1

Γµi
ρσT

µ1···µi−1σµi+1···µp
ν1···νq

−
q∑

i=1

Γσ
ρνi

T µ1···µp
ν1···νi−1σνi+1···νq . (9)

Γµ
ρσ แปลงอย่างไร ภายใต้การแปลงพกัิดทวัไป

เนืองจากวา่ ∇σV
µ ไม่เปลยีนรูปแบบภายใตก้ารแปลงพิกดัทวัไป แต่ ∂σV µ เปลียน ดงั

นนั Γµ
ρσ จงึตอ้งเปลียนเพือทีจะใหผ้ลไปตดักนักบัสว่นทีเกินมา จะไดว้า่ Γµ

ρσ ไม่ไดเ้ป็น
tensor เพือใหเ้ห็นภาพยิงขนึ

Exercise2 ใหผู้เ้ขา้รว่มแสดงวา่, Γρ
µν เปลียนภายใตก้ารแปลงพิกดัทวัไปดงันี

Γ′ρ
µν =

∂x′ρ

∂xσ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν Γ
σ
αβ +

∂x′ρ

∂xσ

∂2xσ

∂x′µ∂x′ν

Note จากสมการขา้งบน จะเห็นได้วา่ Γρ
µν − Γρ

νµ มีการแปลงเหมือน tensor หรอื
ผลตา่งของ connection เป็น tensor นนัเอง ดงันนั เราสามารถนิยามปรมิาณ tensor ที
เกียวเนืองกบัผลตา่งนีได้ โดยเรยีกวา่ torsion tensor

T ρ
µν = Γρ

µν − Γρ
νµ (10)

ซงึ torsion นีเกิดจากการทีเราทาํ round trip transport ของปรมิาณ scalar T ρ
µν ∝

[∇µ,∇ν ]f อยา่งไรก็ตามในสมัพทัธภาพทวัไปนี เราจะพิจารณากาลอวกาศแบบไมมี่
torsion หรอื T ρ

µν = 0
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โดยหลกัการณแ์ลว้ Γρ
µν จะไม่ขนึกบั metric tensor gµν มนัเป็นโครงสรา้งอยา่งหนงึ

ทีเรานาํเขา้มาเหมือนกบั gµν อยา่งไรก็ตามถา้เราเลือก metric tensor ในบางเงือนไข
เรยีกวา่ metric compatibility ∇ρgµν = 0, เราจะสามารถหาความสมัพนัธข์อง metric
tensor กบั connection ได้

Exercise3 โดยใช้ metric compatibility∇ρgµν = 0 จงแสดงวา่

Γρ
µν =

1

2
gρσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) . (11)

ซงึ connection นีจะเรยีกวา่ Christoffel symbol โดยสรุปแลว้ จะไดว้า่ สมัพทัธภาพ
ทวัไปนนัอยู่ภายใต้สมมตุิฐานสองอยา่งคือ กาลอวกาศไมมี่ torsion และ connection
คือ Christoffel symbol

Exercise4 เพือเป็นการฝึกคาํนวน ใหผู้เ้ขา้รว่ม แสดงวา่

∇µV
µ =

1√
−g

∂µ
(√

−gV µ
)
. (12)

โดยที g คือ determinat ของ metric tensor

2 Parallel transport and geodesic equation
จากสมการ (5), เราสามารถเขียนสมการใหมใ่หข้นึกบั tangent vector ไดเ้ป็น

D V ν

dλ
=

dxµ

dλ
∇µV

ν , (13)
= tµ∇µV

ν . (14)

จากสมการนี เราตีความไดว้า่ มนัคือการเปลียนแปลงของเวกเตอรต์ามทิศทางของ tan-
gent vector อยา่งเหมาะๆ (covariantly) บางตาํราจะเรยีกการเปลยีนแปลงในลกัษณะ
เช่นนีวา่ directional derivatives ในอีกมมุหนงึ เราอาจจะมองได้วา่ มนัเป็นการเลือน
ตาํแหน่งของเวกเตอร์ตามเสน้ทางที parameterize โดย λ ดงันนั ถา้เราตอ้งการทีจะ
เลือนเวกเตอรนี์โดยทีตวัเวกเตอรไ์มเ่ปลยีนแปลงเลย เราสามารถเขียนสมการไดเ้ป็น

DV ν

dλ
= tµ∇µV

ν = 0 (15)
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โดยการเลือนเวกเตอรใ์นลกัษณะเชน่นี คือการเลือนทางขนาน (parallel transport) โดย
การเลือนทางขนานนีจะเป็นไอเดียหลกัอนัหนงึทีใชนิ้ยามความโคง้ของกาลอวกาศ ทงันี
การหาความโคง้ของกาลอวกาศสามารถหาได้โดยการเลอืนทางขนานของเวกเตอร์ใน
เสน้ทางปิด (อีกสองคาบจากนี บรรยายโดย พีน๊อต ลญัจกร) โดยทวัไปแลว้เราสามารถ
ประยกุตก์ารเลอืนทางขนานกบัปรมิาณ tensor ได้ กลา่วคือ

→ D
dλT

µ1···µp
ν1···νq = tµ∇µT

µ1···µp
ν1···νq = 0. (16)

→ D
dλ(gµνV

µW ν) = 0. (17)

Figure 3: จะมีบางเสน้ทางทีการเลือน tagent vector จะเป็นการเลือนทางขนาน ซงึเสน้
ทางนนัเรยีกวา่ geodesic

ดงัทีกลา่วไปก่นหนา้นี directional derivatives บงบอกถงึการเลือนเวกเตอรไ์ปตาม
เสน้ทางทีกาํกบัดว้ย tangent vector ซงึโดยทวัไปแลว้ เราสามารถเลือนเวกเตอรใ์ดๆได้
ดงันนั ถา้เราเลอืน tengent vector ตามเสน้ทางทีกาํกบัโดย tangent vector เอง tµ∇µt

ρ

โดยทวัไปแลว้การเลอืนแบบนี อาจจะไมเ่ป็นการเลือนทางขนาน tµ∇µt
ρ ̸= 0

อยา่งไรก็ตาม มนัจะมีเสน้ทางหนงึทีการเลือนนีเป็นการเลือนทางขนาน และเสน้
ทางนนัเรยีกวา่ เสน้ทาง geodesic ตามรูป 3 ดงันนั สมการทีกาํกบัเสน้ทางดงักลา่ว
นนั สามารถเขียนไดเ้ป็น

tµ∇µt
ρ = 0,(dxµ

dλ
)(

∂µt
ρ + Γρ

µνt
ν
)

= 0,

dtρ
dλ + Γρ

µνt
µtν = 0,

d2xρ

dλ2
+ Γρ

µν

dxµ

dλ
dxµ

dλ = 0. (18)

8



Covariant Derivatives SHEAP2022

สมการนีเรยีกวา่สมการ geodesic นนัเอง และ parameter, λ ทีสอดคลอ้งกบัสมการ
ดงักลา่ว เรยีกวา่ affine parameter ในอีกมมุหนงึ สมการ geodesic ไดม้าจากการทีเรา
เลือน tangent vector ตามเสน้ทางทีกาํกบัดว้ย tangent vector โดยที tangent vector นี
ไม่เปลยีนแปลงทงัขนาดและทิศทาง tµ∇µt

ρ = 0 อยา่งไรก็ตาม เสน้ทาง geodesic นนั
สามารถหาไดโ้ดยการเลอืน tengent vector โดยทีใหเ้พียงทิศทางไมเ่ปลยีนแปลงเทา่นนั
(ยอมใหข้นาดเปลยีนแปลงได)้ ซงึโดยทวัไปแลว้ สมการ geodesic ดงักลา่วจะเขียนได้
เป็น

ẍρ + Γρ
µν ẋ

µẋν = f(λ)ẋρ, (19)

อยา่งไรก็ตาม สมการดงักลา่วนี สมมลูกบัสมการก่อนหนา้นี (เสน้ทาง geodesic เดียวกนั)
เราสามารถหา affine parameter λ เหมาะๆ เพือทีจะทาํใหส้มการทีสอง (19)ลดรูปเป็น
สมการแรก (18) ได้

Exercise5 จงแสดงวา่ มนัจะมี affine parameter λ ทีเหมาะๆ ทีทาํให้สมการ
(19) ลดรูปเป็นสมการ (18) ได้

ความหมายสาํคญัอยา่งหนงึของเสน้ทาง geodesic คือ มนัเป็นระยะทางทีสนัทีสดุ
ระหวา่งจดุสองจดุในกาลอวกาศ ทงันี เพือทีจะใหเ้ขา้ใจความหมายในมมุนี เราอาจจะ
ตอ้งหาสมการนีโดยใชห้ลกัการแปรผนันอ้ยสดุ ซงึ พีน๊อต ลญัจกร จะมาบรรยายในคาบ
ตอ่ไป
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