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1 Least Action and Geodesics
ในการศกึษากลศาสตรค์ลาสสคิ นอกจากการศกึษาระบบทางฟิสกิสผ์า่นกลศาสตรนิ์ว
ตนั (Newtonian Mechanics) แลว้ การศกึษาระบบทางฟิสกิสผ์า่นกลศาสตรล์ากรองจ์
(Lagrange Mechanics) เป็นอีกวิธีหนงึทีได้รบัความนิยม กลศาสตรข์องลากรองจ์นนั
มีรากฐานจากเทคนิคทางคณิตศาสตรที์เรยีกวา่ แคลคลูสัของการแปรผนั (Calculus of
Variation) โดยจะเนน้ไปทีการหาเงือนไขทีทาํให้ฟังกช์นันลั (Functional) มีคา่ขีดสดุ
กลา่วคือ เราสนใจทีจะหาเงือนไขทีทาํให้ F (y) ซงึเป็นฟังกช์นัของฟังกช์นั y(x) (นนัคือ
F เป็นฟังกช์นันลั) มีคา่ขีดสดุ ซงึฟังกช์นันลั F นนัเป็นอินทิกรลัของฟังกช์นั J ซงึเป็น
ฟังกช์นัของ y, y′, x ดงัสมการที (1)

F [y] =

∫ x2

x1

J (y,
dy
dx ; x)dx. (1)

เพือจะหาเงือนไขทีทาํใหฟั้งกช์นันลั F มีคา่ขีดสดุ เราจะตอ้งหารูปแบบของฟังกช์นั y ที
ทาํให้เมือหาอินทิกรลัในสมการที (1) แลว้ F จะมีคา่ขีดสดุ ซงึเงือนไขดงักลา่วเป็นไป
ตามสมการดงัตอ่ไปนี

∂J

∂y
− d

dx
∂J

∂y′
= 0. (2)

สาํหรบักลศาสตร์ลากรองจ์ เราสามารถหาสมการการเคลือนที (Equation of mo-
tion) ของระบบทางฟิสกิสใ์ดๆไดโ้ดยการหาคา่ขีดสดุของฟังกช์นันลั S ทีเรยีกวา่ แอคชนั
(Action) ซงึนิยามดงันี

S[x] =

∫ t2

t1

L(x, ẋ; t)dt, (3)

ซงึ L ≡ T − V โดยที T คือพลงังานจลน,์ V คือพลงังานศกัยข์องระบบ, และ ẋ ≡ dx
dt

สมการการเคลอืนทีของระบบทีบรรยายโดยสมการที (3) นนัสามารถหาไดโ้ดยใชส้มการ
ที (2) ไดด้งันี

∂L
∂x

− d
dt

∂L
∂ẋ

= 0. (4)

โดยเมือเราได้สมการการเคลือนทีทีเหมาะสมจากสมการที (4) แลว้ นอกจากจะทาํให้
S มีคา่ขีดสดุแลว้ S ยงัมีคา่ตาํสดุอีกดว้ย ดงันนัเราจงึเรยีกหลกัการทีเราใช้ในการหา
สมการการเคลือนทีขา้งตน้วา่ หลกัการแอคชนันอ้ยสดุ (Least Action Principle)
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ในลกัษณะเดียวกนั เราสามารถใช้รูปนยัเดียวกนันีในการศกึษาทฤษฎีสนาม (เช่น
สมัพทัธภาพทวัไป) ได้เช่นกนั กลา่วคือ หากเราสนใจการวิวฒัน์ของสนาม ϕ(xµ) ที
วิวฒันใ์น 4 มิติทีบรรยายผา่นแอคชนัดงันี

S[ϕ] =

∫
L(ϕ, ∂µϕ; xν)d4x, (5)

แลว้ สมการการเคลือนทีทีบรรยายการวิวฒัน์ของสนามดงักลา่วสามารถหาได้โดยใช้
สมการตอ่ไปนี

∂L
∂ϕ

− ∂

∂xµ

∂L
∂µϕ

= 0. (6)

เราสามารถนาํหลกัการ แอคชนันอ้ยสดุ (หรอืแคลคลูสัของการแปรผนั) มาใชใ้นการ
หาสมการจีออเดสคิ (geodesics) โดยพจิารณาเงอืนไขทีทาํให้ระยะหา่งระหว่าง 2
เหตุการณ์ในกาลอวกาศมีค่าน้อยทสุีด (ซงึถอืเป็นค่าขีดสุด) ดิฟเฟอเรนเชียลของ
ระยะหา่ง (กาํลงัสอง) ระหวา่ง 2 เหตกุารณใ์นกาลอวกาศทีบรรยายดว้ยเมตริกเทนเซอร์
gµν มีนิยามดงันี

ds2 ≡ gµνdx
µdxν . (7)

พิจารณาอนภุาคทีมีมวลซงึมีระยะการเคลอืนทีในกาลอวกาศเป็นแบบไทมไ์ลค์ กลา่วคือ
ds2 < 0 เราสามารถนิยามเวลาพรอปเพอร์ (proper time) ไดด้งันี

− (dτ)2 ≡ ds2 = gµνdxµdxν . (8)

เราจะเห็นวา่ แทจ้รงิแลว้ปัญหาการหาเงือนไขทีทาํให้ระยะหา่งระหวา่ง 2 เหตกุารณ์
ในกาลอวกาศทีใกล้ทีสดุนนัก็คือการหาเงือนไขทีทาํให้เวลาพรอปเพอร์มีคา่นอ้ยทีสดุ
(สาํหรบัอนภุาคทีมีมวลนนั ds2 < 0) สมมติให้ λ เป็นพารามิเตอรใ์นการบอกตาํแหนง่
ของเสน้ทาง xµ (นนัคือ xµ(λ)) เมืออินทิเกรตสมการที (8) จะได้

τ =

∫ b

a

√
−gµν

dxµ

dλ
dxν

dλ dλ. (9)

จะเห็นวา่ τ นนัเป็นฟังกช์นัของฟังกช์นั xµ และอินทิกรลัทางขวาของสมการที (9) เป็น
ฟังกช์นัของทงั xµ และ dxµ

dλ นนัคือ τ เป็นฟังกช์นันลั และอยู่ในรูปเดียวกนักบัสมการที
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(1) ดงันนั ในการหาเงือนไขทีทาํใหเ้วลาพรอปเพอรมี์คา่นอ้ยทีสดุ จงึสามารถหาไดโ้ดย
การใชส้มการที (2) ดงันี

∂L

∂xµ
− d

dλ
∂L

∂
(dxµ

dλ

) = 0, L ≡
√

−gµν
dxµ

dλ
dxν

dλ . (10)

เพือความสะดวกในการคาํนวณ จะพิจารณา L = L2 แทน ดงันนั เราจงึสนใจสมการดงั
ตอ่ไปนี

∂L
∂xµ

− d
dλ

∂L
∂
(dxµ

dλ

) = 0, L ≡ −gµν
dxµ

dλ
dxν

dλ . (11)

จากสมการที (11) เราสามารถเขียนแตล่ะเทอมไดเ้ป็น
∂L
∂xµ

= −∂gρσ
∂xµ

dxρ

dλ
dxσ

dλ , (12)
∂L
∂ dxµ

dλ
= −2gµσ

dxσ

dλ , (13)
d
dλ

∂L
∂ dxµ

dλ
= −2

∂gµσ
∂xρ

dxρ

dλ
dxσ

dλ − 2gµσ
d2xσ

dλ2
. (14)

เมือแทนสมการที (12) และ (14) ลงในสมการที (11) จะได้
d2xµ

dλ2
+

1

2
gµα (∂ρgασ + ∂σgρα − ∂αgρσ)

dxρ

dλ
dxσ

dλ
=
d2xµ

dλ2
+ Γµ

ρσ

dxρ

dλ
dxσ

dλ = 0, (15)

ซงึคือสมการทีแสดงถงึจีออเดสกิ ของอนภุาคทีมีมวล แนน่อนวา่หากเราเลือกใหพ้ารามิเตอร์
λ เป็นเวลาพรอปเพอร์ τ เราจะได้

ẍµ + Γµ
ρσẋ

ρẋσ = 0, (16)

ตามทีเราไดใ้นบทก่อนหนา้ นอกจากนี เราสามารถทาํการพิสจูนใ์นลกัษณะเดียวกนัเพือ
แสดงให้เห็นวา่สมการที (15) นนัครอบคลมุในกรณีทีอนภุาคทีสนใจเป็นอนภุาคทีไมมี่
มวลไดอี้กดว้ย
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Exercise 1 ภายในวนัพรุง่นี(แหละมงั) เราจะได้รูจ้กัผลเฉลยของสมการสนาม
ไอนส์ไตน์ทีชือผลเฉลยชวารซ์ชิลด์ (Schwarzschild solution) ซงึเป็นผลเฉลย
ของเมตรกิทีบรรยายกาลอวกาศของระบบทีมีสมมาตรทรงกลมและอยูนิ่งในเวลา
ซงึเป็นผลเฉลยทีงา่ยและใชส้าํหรบับรรยายกาลอวกาศรอบๆดาวหนงึๆในเอกภพ
เราจะยืมมาใชก่้อน กาํหนดชวารซ์ชิลดเ์มตรกิดงันี

gµν =


−
(
1− 2GM

c2r

)
0 0 0

0
(
1− 2GM

c2r

)−1
0 0

0 0 r2 0
0 0 0 r2sin2θ

 . (17)

i ใชส้มการจีออเดสกิ หาสมการการเคลือนทีของอนภุาคมีมวลบนกาลอวกาศ
แบบนี (แนะนาํใหใ้ช้ xµ = (ct, r, θ, ϕ) โดยยงัไม่กาํหนดให้ c = 1 เพือเอาไว้
ทาํขอ้ถดัไป)

นนัคือลองหาองคป์ระกอบของสมการ ẍµ + Γµ
ρσẋ

ρẋσ = 0. (18)

ii โดยอาศยัสมการ จีออ เดสกิ จากในบทเรยีน ลองแสดง ว่าความเร่งของ
อนุภาคมีมวล (บรรยายด้วยเวลาพรอปเพอร)์ ทีกาํลังตกลงสู่ดาว(ทรง
กลม)ในแนวรัศมีนันมีค่าเป็น GM

r2
ตามกฎแรงดงึดดูระหว่างมวลของ

นิวตัน (อีกนยัหนงึคือ ทาํการประมาณสมการจีออเดสิกทีได้มาโดยอาศยั
เงือนไข c → ∞)

2 Curvature
ในทฤษฎีสมัพทัธภาพทวัไป หลกัการทีสาํคญัอยา่งหนงึ (ซงึเราจะไดเ้รยีนในพรุง่นี) นนั
คือ การมีอยูข่องมวลหรอื/และพลงังานจะทาํใหเ้กิดการโคง้งอของกาลอวกาศ เพือทาํความ
เขา้ใจในหลกัการนี การบรรยาย”ความโคง้”ดว้ยภาษาทางคณิตศาสตรจ์งึเป็นสงิสาํคญั
ในการศกึษาทฤษฎีสมัพทัธภาพทวัไป

โดยปกติ คนเรารูส้กึถงึ”ความโคง้”โดยการ”มอง”หรอื”สมัผสั”วตัถนุนัๆ เชน่ เราสามารถ
จาํแนกไดว้า่แผน่กระดาษนนั”แบน” กระป๋องทรงกระบอกนนั”โคง้” และลกูเทนนิส”กลมๆ”
แน่นอนวา่การทีเรารูส้กึถงึความโคง้ดงักลา่วนนั เราสงัเกตมนัในฐานะของคนทีอยู่ขา้ง
นอก ทีจรงิแลว้เรายืนจากขา้งนอก(บนพืน)แลว้จงึใชป้ระสาทสมัผสักบัวตัถุทีอาจจะอยู่
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บนโต๊ะ แต่ถา้ลองจินตนาการวา่เราเป็นสงิมีชีวิตบนโลกทีเรารู ้วา่โลกเกือบจะเป็นทรง
กลม เราจะสงัเกตเห็นความโคง้ของโลกแทบจะไม่ไดเ้ลยในชีวิตประจาํวนั นอกจากเรา
ตอ้งลองเดินทางรอบโลกใหก้ลบัมาทีจดุเดิม หรอืหากมีมดไต่อยู่บนทรงกระบอก มดเอง
ก็อาจจะไม่รบัรู ้ความโคง้ของกระป๋องเนืองจากมดมีขนาดเลก็มากนอกจากตอ้งตงัมนั
ลองเดินรอบกระป๋องดเูพือจะกลบัมาทีจดุเดิม ดงันนั การสงัเกตถงึความโคง้ของวตัถใุด
วตัถุหนงึนนัมีทงัการสงัเกตจากภายนอก และการสงัเกตจากภายใน เราจงึแบง่”ความ
โคง้”ออกมาไดห้ลกัๆ 2 แบบ

1. Extrinsic curvature กลา่วคือความโคง้ทีสงัเกตโดยคนทีอยู่ขา้งนอกระบบแลว้
มองลงมาทีระบบ ซงึมกัจะเป็นการมองจากคนในมิติทีสงูกวา่วตัถนุนัๆ

2. Intrinsics curvature กลา่วคือความโคง้ทีสงัเกตโดยคนทีอยู่บนผิวโคง้นนั (เชน่
คนหรอืมดในตวัอยา่งทีกลา่วขา้งตน้) ซงึไม่จาํเป็นตอ้งกา้วไปสู่มิติทีสงูกวา่เพือ
สงัเกตเห็นความโคง้

สาํหรบัการศกึษาทฤษฎีสมัพทัธภาพทวัไปซงึเป็นการบรรยายปรากฏการณ์ทางฟิสกิส์
ในกาลอวกาศ 4 มิติ(เป็นอยา่งนอ้ย) เรา(มนษุย)์เป็นสงิมี ชีวิตทีรบั รู ้ได้เพียง 3-4 มิติ
เทา่นนั ดงันนัสาํหรบัมนษุยแ์ลว้ จงึแทบเป็นไปไม่ไดเ้ลยทีจะสงัเกตความโคง้งอของกาล
อวกาศจากมิติทีสงูขนึได้ หรอือยา่งนอ้ยก็ยงัเป็นไปไม่ไดส้าํหรบัเทคโนโลยีในช่วงเวลานี
ทีผูเ้ขียนเขียนอยู่ ดงันนั ปรมิาณ Intrinsic curvature จงึเป็นปรมิาณทีเหมาะสมสาํหรบั
ศกึษาความโคง้ของกาลอวกาศทีมนษุยอ์าศยัอยู่

อยา่งทีกลา่วขา้งตน้ มนษุย์สามารถรบัรู ้ถงึความโคง้ของโลกได้โดยการพยายาม
เดินทางรอบโลกเพือให้กลบัมาถงึจดุเดิม ในกรณีทวัไป สถานการณ์นีเทียบเทา่กบัการ
พยายามสงัเกตรูปปิดรูปหนงึทีถกูเขียนลงบนพืนผิวโคง้ ตวัอยา่งเชน่ หากเราวาดรูป
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สามเหลียมลงบนพืนผิวรูปแบบตา่งๆดงัรูป สาํหรบัรูปสามเหลียมบนผิวทีแบนราบ เรา

สามารถหาผลรวมมมุภายในรูปสามเหลียมไดเ้ป็น 180 องศาได้ ในขณะทีหากเราวาด
รูปสามเหลียมลงบนผิวทรงกลม เราสามารถวาดให้แตล่ะมมุมีขนาดเป็นมมุฉากได(้ดงั
รูป) และหากเราวาดรูปสามเหลียมลงบนผิวทรงอานมา้ เราจะได้รูปสามเหลียมทีมีผล
รวมมมุภายในนอ้ยกวา่ 180 องศาได้ ซงึเนืองจากสามเหลียมเหลา่นีสามารถถกูวาดโดย
มนษุย์ทีอาศยัอยู่บนพืนผิวดงักลา่ว นนัคือมนษุย์คนนนัๆสามารถบอกถงึการมีอยู่ของ
ความโคง้บนพืนผิวได้ กลา่วคือ มนษุยค์นนีกาํลงัรบัรูถ้งึ Intrinsic curvature นนัเอง

จากบทก่อนหนา้ เราไดเ้รยีนรูค้ณิตศาสตรที์ใชบ้รรยายพฤติกรรมตา่งๆบนผิวโคง้ เรา
สามารถใช้แนวคิดเหลา่นนัมาปรบัใช้เพือหาปรมิาณทางคณิตศาสตรที์สือถงึความโคง้
หรอื Intrinsic curvature ของผิวโคง้ได้ หนงึในแนวคิดทีเราสามารถนาํมาใช้เพือบอก
ความโคง้ของผิวโคง้ไดคื้อการเลือนทางขนาน หรอื Parallel transport

หากเราสรา้งเสน้ทางปิดงา่ยๆเป็นรูปสีเหลียมบนผิวราบและผิวโคง้ดงัรูป แลว้สมมติ

วา่เราจะทาํการเลอืนทางขนานกบัเวกเตอรส์ีแดงไปรอบเสน้ทางปิดเหลา่นี เราจะเห็นวา่
สาํหรบัผิวราบแลว้ (รูปซา้ย) เมือเวกเตอรน์นัถกูสง่ไปตามเสน้ทางปิดจนครบรอบแลว้
เวกเตอรผ์ลลพัธจ์ะยงัมีขนาดและทิศทางเดียวกนักบัเวกเตอรเ์ดิมก่อนทีจะถกูสง่ไปโดย

8
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วิธีการเลือนทางขนาน ในขณะทีเมือเราทาํการเลอืนทางขนานกบัเวกเตอรส์ีแดงไปตาม
เสน้ทางปิดบนผิวโคง้ (รูปขวา) เวกเตอรผ์ลลพัธจ์ะมีทิศทางทีตา่งออกไปจากทิศทางของ
เวกเตอรเ์ดิมก่อนถกูสง่ไปตามเสน้ทางปิด เราจะเห็นวา่กระบวนการสง่เวกเตอรไ์ปตาม
เสน้ทางปิดบนผิวโดยวิธีการเลอืนทางขนานจะทาํใหเ้รารบัรูถ้งึความโคง้ของผิวนนัๆได้
โดยการพิจารณาผลลพัธ์ของการสง่เวกเตอรน์นัๆ เพือความสะดวกในการคาํนวณ เรา
จะแบง่เสน้ทางปิดออกเป็น 2 เสน้ทางดงัรูป โดยเสน้ทางแรกเป็นเสน้ทางจากจดุ 1 ไปจดุ

2 แลว้ไปจดุ 3 ในขณะทีอีกเสน้ทางหนงึเป็นเสน้ทางจากจดุ 1 ไปจดุ 4 แลว้ไปจดุ 3
Review การเลอืนทางขนาน การสง่เวกเตอร์ V µ ไปตามเสน้ทางโดยวิธีการเลือน

ทางขนานนนัจะตอ้งอยูภ่ายใตเ้งือนไขตอ่ไปนี
D
dλV

µ =
dxν

dλ ∇νV
µ = 0,

=
dV µ

dλ + Γµ
να

dxν

dλ V α = 0. (19)

กลา่วคือ การสง่เวกเตอร์ V µ โดยวิธีการเลือนทางขนานนนั การเปลียนแปลงของ V µ จะ
ตอ้งสมัพนัธก์บัสมการตอ่ไปนี

δV µ = −Γµ
ναV

αdxν . (20)

สมการนีแสดงใหเ้ห็นวา่ การเปลยีนแปลงของเวกเตอร์ V µ ระหวา่งการเลือนทางขนาน
นนัขนึกบัสองปัจจยัหลกัๆ คือ ตวัเวกเตอร์ V µ เอง และ ระยะของการสง่เวกเตอร์ dxµ

9
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เส้นทาง 1 → 2 → 3 ในการสง่เวกเตอร์ V µ โดยการเลอืนทางขนานจากจดุ 1 ไป
จดุ 2 เงือนไขสาํหรบัการสง่เวกเตอรโ์ดยวิธีการเลือนทางขนานคือ

δ12V
µ = −Γµ

να(x1)V
αdxν

12. (21)

สงัเกตวา่ Christoffel symbol ในทีนีขนึกบัตาํแหน่งทีจดุ 1 ดงันนั เวกเตอรที์ถกูสง่จาก
จดุ 1 ไปยงัจดุ 2 จะเป็นไปตามสมการดงัตอ่ไปนี

V µ
at 2 = V µ + δ12V

µ,

= V µ − Γµ
να(x1)V

αdxν
12. (22)

ในขณะทีเมือทาํการเลอืนทางขนานสาํหรบัเวกเตอรที์จดุ 2 ไปยงัจดุ 3 แลว้ เงือนไขใน
การทาํการเลอืนทางขนานสาํหรบัสถานการณนี์คือ

δ23V
µ = −Γµ

να(x2)V
α
at 2dxν

23, (23)

โดยทีทงั Christoffel symbol และV µ
at 2 ในกรณีนีขนึกบัตาํแหน่งทีจดุ 2 ซงึมีความสมัพนัธ์

กบัจดุ 1 ผา่นสมการ x2 = x1 + dx12 เพือเขียนสมการที (23) ให้ขนึกบัตาํแหน่งของ
จดุ 1 เพียงตาํแหนง่เดียว เราสามารถประมาณสมการที (23) โดยใช้อนกุรมเทเลอรก์บั
Christoffel symbol ดงันี

Γµ
να(x2) = Γµ

να(x1) + ∂σΓ
µ
να(x1)dxσ

12 + . . . . (24)

ดงันนั โดยใชส้มการที (22) (24) เราจงึสามารถเขียนสมการที (23) ไดเ้ป็น
δ23V

µ =− Γµ
να(x1)V

αdxν
23 + Γµ

να(x1)Γ
α
βγ(x1)V

γdxβ
12dxν

23

− ∂σΓ
µ
να(x1)V

αdxσ
12dxν

23 + . . . , (25)

และเวกเตอร์ V µ ทีถกูสง่ไปจากจดุ 1 ไปจดุ 2 แลว้จงึไปจดุ 3 จะเป็นไปตามสมการดงันี
V µ
at 3, (1→2→3) = V µ

at 2 + δ23V
µ,

= V µ − Γµ
να(x1)V

αdxν
12 − Γµ

να(x1)V
αdxν

23

− ∂σΓ
µ
να(x1)V

αdxσ
12dxν

23 + Γµ
να(x1)Γ

α
βγ(x1)V

γdxβ
12dxν

23 + . . . .

(26)

นนัคือ เวกเตอร์ V µ เมือถกูเลือนทางขนานไปตามเส้นทาง 1 → 2 → 3 แลว้ เวกเตอร์
ผลลพัธที์จดุ 3 จะเป็นไปตามสมการที (26)

10
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เส้นทาง 1 → 4 → 3 เราสามารถทาํการเลือนทางขนานสาํหรบัเวกเตอร์ V µ ใน
ลกัษณะเดียวกนักบัการทาํการเลือนทางขนานไปตามเสน้ทาง 1 → 2 → 3 กลา่วคือเวก
เตอร์V µ ทีจดุ 3 ทีเป็นผลลพัธจ์ากการเลอืนทางขนานไปตามเสน้ทาง 1 → 4 → 3 เขียน
ไดเ้ป็น
V µ
at 3, (1→4→3) = V µ − Γµ

να(x1)V
αdxν

14 − Γµ
να(x1)V

αdxν
43

− ∂σΓ
µ
να(x1)V

αdxσ
14dxν

43 + Γµ
να(x1)Γ

α
βγ(x1)V

γdxβ
14dxν

43 + . . . .

(27)

หากเราพิจารณาเสน้ทางงา่ยๆ เชน่ เสน้ทางที dx12 = dx43 และ dx23 = dx14 (เหมือน
เราพยายามวาดเสน้ทางเป็นสีเหลียมผืนผา้) จะเห็นวา่สมการที (27) สามารถเขียนได้
เป็น
V µ
at 3, (1→4→3) = V µ − Γµ

να(x1)V
αdxν

23 − Γµ
να(x1)V

αdxν
12

− ∂σΓ
µ
να(x1)V

αdxσ
23dxν

12 + Γµ
να(x1)Γ

α
βγ(x1)V

γdxβ
23dxν

12 + . . . .

(28)

นนัคือ เวกเตอร์ V µ เมือถกูเลือนทางขนานไปตามเส้นทาง 1 → 4 → 3แลว้ เวกเตอร์
ผลลพัธที์จดุ 3 จะเป็นไปตามสมการที (27)

เมือทาํการเลือนทางขนานเวกเตอร์ V µ ไปตามเสน้ทาง 2 เสน้ทางทีประกอบกนัเป็น
เสน้ทางปิดแลว้ เวกเตอรผ์ลลพัธที์เกิดจากการเลือนทางขนานไปตามทงั 2 เสน้ทางจะมี
คา่ไม่เทา่กนั ผลตา่งของการทาํการเลือนทางขนานสาํหรบัเวกเตอร์ V µ ไปตามเสน้ทาง
2 เสน้ทาง กลา่วคือเสน้ทาง 1 → 2 → 3 และเสน้ทาง 1 → 4 → 3 สามารถหาไดจ้าก
สมการที (26) และ (28) ดงันี

V µ
at 3, (1→2→3) − V µ

at 3, (1→4→3)

=
(
∂νΓ

µ
σα(x1)− ∂σΓ

µ
να(x1) + Γµ

νγ(x1)Γ
γ
σα(x1)− Γµ

σγ(x1)Γ
γ
να(x1)

)
× V αdxσ

12dxν
23 + . . . . (29)

สงัเกตวา่ความตา่งของการเลอืนทางขนานไปตามเสน้ทาง 2 เสน้ทางดงักลา่วขนึกบั
ปรมิาณในวงเลบ็ในสมการที (29) นนัคือขนึกบัปรมิาณดงัตอ่ไปนี

Rµ
σνα = ∂νΓ

µ
σα − ∂σΓ

µ
να + Γµ

νγΓ
γ
σα − Γµ

σγΓ
γ
να. (30)

หากพืนผิวทีเราสนใจเป็นพืนผิวแบบแบนราบ การทาํการเลอืนทางขนานสาํหรบัเวกเตอร์
ไปตามเสน้ทางทงั 2 เสน้ทางทีประกอบเป็นเสน้ทางปิดก็ไม่ควรทีจะตา่งกบั กลา่วคือ
Rµ

σνα ควรจะมีคา่เป็น 0 เมือพินผิวทีพิจารณาเป็นพืนผิวแบนราบ และควรจะมีคา่ไมเ่ป็น
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0 เมือพิจารณาปรมิาณนีบนพืนผิวแบบอืนๆ เราเรยีก Rµ
σνα นีวา่เทนเซอรค์วามโคง้ของ

รีมนัน์ (Riemann Curvature Tensor) ซงึเป็นเทนเซอรที์มีขอ้มลูความโคง้งอของพืนผิว
ทีพิจารณา ในวนัถดัๆไปเราจะใชเ้ทนเซอรค์วามโคง้ของรีมนันก์บักาลอวกาศทีเราสนใจ
และใชอ้ธิบายความโคง้ของกาลอวกาศสาํหรบัสมการสนามไอนส์ไตน์

สมบตัขิองเทนเซอรค์วามโค้งของรีมันน,์ Rµ
νρσ

I เทนเซอรค์วามโคง้ของรีมนัน์สามารถสือถงึ Commutator ของ Covariant deriva-
tive ได้ กลา่วคือสาํหรบัเวกเตอร์ V µ ใดๆ

∇ρ∇σV
µ −∇σ∇ρV

µ = Rµ
νρσV

ν . (31)
และสาํหรบัโคเวกเตอร์wµ ใดๆ

∇ρ∇σwµ −∇σ∇ρwµ = −Rν
µρσV

ν . (32)

สาํหรบัสมบตัิขอ้นี แนะนาํผู้เข้าร่วมใหล้องพสูิจนด์้วยตนเอง

II พิจารณาปรมิาณ Rµνρσ = gµλR
λ
νρσ แลว้ จะสามารถเขียนสมบตัิของ Rµνρσ ได้

ดงันี
• indices คูห่นา้จะมีสมบตัิ antisymmetric

Rµνρσ = −Rνµρσ (33)

• indices คูห่ลงัจะมีสมบตัิ antisymmetric
Rµνρσ = −Rµνσρ (34)

• เมือสลบั indices คูห่นา้กบัคูห่ลงั จะมีสมบตัิ symmetric
Rµνρσ = Rρσµν (35)

• ผลรวมของการสลบั indices 3 ตวัหลงัแบบ cyclic จะมีคา่เป็น 0
Rµνρσ +Rµρσν +Rµσνρ = 0 (36)

• เอกลกัษณข์อง Bianchi (Bianchi identity)
∇λRµνρσ +∇µRνλρσ +∇νRλµρσ = 0 (37)

12
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Exercise 2 เมตริกเทนเซอรข์องพืนผิวทรงกระบอกในพิกดัทรงกระบอกสามารถ
เขียนไดด้งันี

gij =

(
1 0
0 r2

)
, (38)

หรอือาจกลา่วไดว้า่ระยะหา่งระหวา่งจดุ 2 จดุใดๆบนผิวทรงกระบอก (ไม่เอาฝา
ทรงกระบอก) สามารถเขียนไดด้งันี

ds2 = dz2 + r2dθ2, (39)

โดย (x1, x2) = (z, θ) เป็นพิกดับนทรงกระบอกทีมีรศัมี r

i คาํนวณหาองคป์ระกอบของ Ri
jkl สาํหรับ i, j, k, l ∈ 1, 2

ii ในสมการสนามของไอนส์ไตน์ ปรมิาณทีสือถงึความโคง้ของกาลอวกาศทีเรา
มกัใชก้นัคือเทนเซอรข์องรชิชี (Ricci tensor) หรอื Rµν และสเกลารข์องรชิชี
(Ricci scalar) หรอื R ซงึนิยามดงันี

Rµν ≡ Rρ
µρν , R ≡ gµνRµν . (40)

คาํนวณหาองคป์ระกอบของ Rij สาํหรับ i, j ∈ 1, 2 และคาํนวณหา R
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3 Tutorial

Exercise 1 ภายในวนัพรุง่นี(แหละมงั) เราจะได้รูจ้กัผลเฉลยของสมการสนาม
ไอนส์ไตน์ทีชือผลเฉลยชวารซ์ชิลด์ (Schwarzschild solution) ซงึเป็นผลเฉลย
ของเมตรกิทีบรรยายกาลอวกาศของระบบทีมีสมมาตรทรงกลมและอยูนิ่งในเวลา
ซงึเป็นผลเฉลยทีงา่ยและใชส้าํหรบับรรยายกาลอวกาศรอบๆดาวหนงึๆในเอกภพ
เราจะยืมมาใชก่้อน กาํหนดชวารซ์ชิลดเ์มตรกิดงันี

gµν =


−
(
1− 2GM

c2r

)
0 0 0

0
(
1− 2GM

c2r

)−1
0 0

0 0 r2 0
0 0 0 r2sin2θ

 . (41)

i ใชส้มการจีออเดสกิ หาสมการการเคลือนทีของอนภุาคมีมวลบนกาลอวกาศ
แบบนี (แนะนาํใหใ้ช้ xµ = (ct, r, θ, ϕ) โดยยงัไม่กาํหนดให้ c = 1 เพือเอาไว้
ทาํขอ้ถดัไป)

นนัคือลองหาองคป์ระกอบของสมการ ẍµ + Γµ
ρσẋ

ρẋσ = 0. (42)

ii โดยอาศยัสมการ จีออ เดสกิ จากในบทเรยีน ลองแสดง ว่าความเร่งของ
อนุภาคมีมวล (บรรยายด้วยเวลาพรอปเพอร)์ ทีกาํลังตกลงสู่ดาว(ทรง
กลม)ในแนวรัศมีนันมีค่าเป็น GM

r2
ตามกฎแรงดงึดดูระหว่างมวลของ

นิวตัน (อีกนยัหนงึคือ ทาํการประมาณสมการจีออเดสิกทีได้มาโดยอาศยั
เงือนไข c → ∞)
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Exercise 2 เมตริกเทนเซอรข์องพืนผิวทรงกระบอกในพิกดัทรงกระบอกสามารถ
เขียนไดด้งันี

gij =

(
1 0
0 r2

)
, (43)

หรอือาจกลา่วไดว้า่ระยะหา่งระหวา่งจดุ 2 จดุใดๆบนผิวทรงกระบอก (ไม่เอาฝา
ทรงกระบอก) สามารถเขียนไดด้งันี

ds2 = dz2 + r2dθ2, (44)

โดย (x1, x2) = (z, θ) เป็นพิกดับนทรงกระบอกทีมีรศัมี r

i คาํนวณหาองคป์ระกอบของ Ri
jkl สาํหรับ i, j, k, l ∈ 1, 2

ii ในสมการสนามของไอนส์ไตน์ ปรมิาณทีสือถงึความโคง้ของกาลอวกาศทีเรา
มกัใชก้นัคือเทนเซอรข์องรชิชี (Ricci tensor) หรอื Rµν และสเกลารข์องรชิชี
(Ricci scalar) หรอื R ซงึนิยามดงันี

Rµν ≡ Rρ
µρν , R ≡ gµνRµν . (45)

คาํนวณหาองคป์ระกอบของ Rij สาํหรับ i, j ∈ 1, 2 และคาํนวณหา R

15


	Least Action and Geodesics
	Curvature
	Tutorial

