
บทที่
1

สมการสนามไอนส์ไตน์
(Einstein field equations)

metric signature {−1,1,1,1}, units c =G = 1 unless otherwise stated

Disclaimer: lecture note ฉบับน้ีถกูเขียนข้ึนมาในระยะเวลาอันส้ัน ถึงแม้ว่าผ ู้ เขียนจะร ู้ ถึงขอบเขตเน้ือหาท่ีผ ู้ เขียนต้องรับผิดชอบมา

เปน็เวลาเน่ินนานแล้วก็ตาม ดังน้ันหากพบเจอท่ีผิดใดๆ ไม่ว่าจะเปน็การสะกดคำ สมการ หรือการคำนวณผ ู้ เขียนต้องขออภัยไว้ล่วงหน้า

และยินดีแก้ไขตามท่ีผ ู้ อ่านทกุท่านเสนอแนะมา ขอบคณุครับ (สภัุคชัย)

เอกสารประกอบการสอนชิ้นนี้ถกูเตรยีมขึ้นโดยใช้เน ื้อหาจากอ้างองิเหลา่นี้เปน็หลัก [1, 2]

หลังจากในหัวข้อทีผ่า่นมาเราได้ทำการนยิามเทนเซอรค์วามโค้งรมีานด์ (Riemann curva-
ture tensor) Ra

bcd และเรยีนร ู้เก ีย่วกับสมมาตรแบบตา่งๆของเทนเซอรค์วามโค้ง ในเนื้อหา
สว่นนี้ เราจะทำการนยิามสมการสนามไอนส์ไตน์ ซึง่ เปน็สมการที่บรรยายความสัมพันธ์
ระหวา่งเรขาคณติของกาลอวกาศและสสารพลังงาน

ดังน้ันเนื้อหาในสว่นนี้สามารถแบง่ออกได้เปน็ส ีข้่อดังตอ่ไปนี้

• นยิามเทนเซอรพ์ลังงานโมเมนตัม (energy-momentum tensor)

• สมการสนามไอนส์ไตน์ (Einstein field equations)

• ลมิตินวิตัน (Newtonian limit)

• แอคชัน่ไอนส์ไตน-์ฮลิเบริต์ (Einstein-Hilbert action)
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1.1 เทนเซอรพ์ลังงานโมเมนตัม
พจิารณาเส้นโลก (world line) ของอนภุาคมมีวลหนึง่ตัว กำหนดให้เส้นดังกลา่วบรรยาย
ได้ด้วย xa(λ) โดยที่ λ คอื curve parameter เวกเตอร์เส้นสัมผัสทีจ่ดุ P บนเส้นโลกดัง
กลา่วสามารถเขยีนได้เปน็ d xa

dλ สำหรับเส้นโลกของอนภุาคมมีวลเราสามารถเปลีย่น λ→ τ

เม ือ่ τ คอื proper time ดังน้ันเวกเตอรค์วามเรว็ของอนภุาคทีจ่ดุใดๆสามารถนยิามได้จาก
เวกเตอรเ์ส้นสัมผัส

ua = d xa

dτ
.

โดยที่ uaua = −1 และในกรอบทีห่ยดุน ิง่เทยีบกับอนภุาค เวกเตอร์ความเรว็จะสามารถ
เขยีนได้เปน็ ua = {1,0,0,0} ดังน้ันเราสามารถนยิามเวกเตอร์โมเมนตัมสำหรับอนภุาคมวล
m เคลือ่นทีไ่ปในทศิ x ได้ดังนี้

pa = mua (1.1)
= {γm,γmv,0,0}.

เม ือ่ γ = (
1− v2

)−1/2 สังเกตวา่องค์ประกอบเวลาของเวกเตอร์โมเมนตัมคอืพลังงาน ใน
ขณะทีอ่งค์ประกอบสว่นตำแหนง่คอืโมเมนตัม ดังน้ัน pa pa = −m2 และเราจะสามารถ
เขยีนความสัมพันธร์ะหวา่งพลังงานและโมเมนตัมของอนภุาคได้

E =
√

m2 +p2.

เวกเตอร์โมเมนตัม (1.1) น้ันเพยีงพอทีจ่ะอธบิายอนภุาคหนึง่ตัว คำถามตอ่มากค็อืถ้าเปน็
ระบบทีป่ระกอบมาจากอนภุาคหลายตัว เราจะทำอยา่งไร?

ในกรณขีองระบบอนภุาคเราจะพจิารณากลุม่ของอนภุาคในลักษณะเดยีวกันกับ “ของไหล
(fluid)” และ สนใจ เฉพาะ ปรมิาณ ใน ระดับ มหภาค (macroscopic) เชน่ ความ ดัน
ความ หนา แนน่ ความ หนดื เปน็ต้น อนภุาค แตล่ะ ตัว ใน กล ุม่ สามารถ มีความเรว็ ua

เปน็ของ ตัว เอง ได้ ในขณะที่ตัวของไหล เองก ็จะมีความเรว็ รวมที่เปน็ ตัวแทนของระบบ
เราสามารถนยิามระบบอนภุาคได้ด้วยเทนเซอร์สมมาตร (2,0) T ab ทีเ่รยีกวา่ เทนเซอร์
โมเมนตัมพลังงาน (energy-momentum tensor) โดยทีน่ยิามทางฟสิกิสข์องเทนเซอรดั์ง
กลา่วสามารถสรปุได้ดังนี้ T ab คอืฟลักซข์องโมเมนตัม pa ทีไ่หลผา่นระนาบพื้นผวิคงทีข่อง
xb
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ลองพจิารณาสว่นเลก็ๆของ ของไหล ในกรอบทีห่ยดุน ิง่ (rest frame) และถอืวา่ของไหล
ไมม่กีารเคลือ่นที่ (no bulk motion)

• T 00: ฟลักซ์ของ p0 (พลังงาน) ในทศิ x0 (time) → ความหนาแนน่พลังงานใน
กรอบหยดุนิง่

• T 0i = T i 0: ความหนาแนน่โมเมนตัม

• T i j = T j i : stress แรงทีก่ระทำระหวา่งสว่นของของไหล

• T 11: แรงในแนวแกน x ตอ่หนึง่หนว่ยพื้นที่ ท ีถ่กูกระทำจากสว่นของของไหลใน
ทศิทาง x → ความดันในแนวแกน x, Pi = T i i

• T i 6= j : แรงเฉอืนทีเ่กดิจากความหนดื

รปูแบบของของไหลทีส่ามารถใช้เปน็ตัวแทนสสารทัว่ไปในเอกภพได้เปน็อยา่งดมีชี ือ่เรยีก
วา่ ของไหลอดุมคติ (perfect fluid) ซึง่อธบิายถงึสสารทีส่ามารถอธบิายได้ด้วยปรมิาณสอง
ปรมิาณคอื ความหนาแนน่พลังงาน ρ และ ความดัน P (isotropic pressure, ความดันเทา่
กันในทกุทศิทาง) เทนเซอรโ์มเมนตัมพลังงานของของไหลอดุมคตสิามารถเขยีนอย ูใ่นรปู

T ab = (
ρ+P

)
uaub +Pηab . (1.2)

สังเกตวา่รปูแบบของเทนเซอรโ์มเมนตัมพลังงานด้านบนนยิามอย ูใ่นอวกาศแบบมนิคาวสกี้
ในกรณีท ี่กาลอวกาศมีความโค้งเราสามารถเปลีย่น ηab → g ab เราคาดหวังวา่หลักการ
อนรัุกษพ์ลังงานและโมเมนตัมกยั็งคงสามารถถกูนยิามได้ในทฤษฎสัีมพัทธภาพ หลักการดัง
กลา่วสามารถเขยีนได้ในรปู ∂aT ab = 0 (และ ∂a →∇a ในกรณที ีม่คีวามโน้มถว่ง) พจิารณา
การอนรัุกษพ์ลังงานในกรณขีองไหลในอดุมคติ

∂a

[(
ρ+P

)
uaub

]
+∂a

(
Pηab

)
= 0.

จากสมการข้างต้นเราสามารถแสดงได้วา่

∂a
(
ρua)+P∂aua = 0, (1.3)(

ρ+P
)(
∂aub

)
ua +

(
ηab +uaub

)
∂aP = 0. (1.4)

สมการ ด้าน บน ท้ัง สอง คอื สมการ อนรัุกษ์ พลังงาน ของ ของไหล อดุมคติ และ สมการ
การ เคลือ่นที่ของของไหลอดุมคติตามลำดับ เราอาจพจิารณาสมการ ท้ังสอง ในขอบเขต



4 บทท่ี 1. EFE

ของกลศาสตร์แบบฉบับ U a = (1,ui ) เม ือ่ ui ¿ 1 ดัง น้ันในขอบเขตดังกลา่ว P ¿ ρ

เน ือ่งจาก ความ ดัน น้ัน เกดิ มา จาก การ เคลือ่นที่ ส ุม่ ของ อนภุาค แตล่ะ ตัว ใน ของไหล
ในขอบเขตดังกลา่ว (1.3–1.4) จะกลายเปน็

∂tρ+∇⃗ · (ρu⃗
)= 0, (1.5)

ρ
[
∂t + u⃗ · ∇⃗]

u⃗ =−∇⃗P. (1.6)

จะ เหน็ วา่ สมการ อนรัุกษ์ พลังงาน น้ัน ลด รปู เปน็ สมการ ความ ตอ่ เน ือ่ง (continuity
equation) และ สมการออยเลอรข์องของไหล (Euler equation for fluid)

1.2 สมการสนามไอนส์ไตน์
หลังจากเรานยิามแหลง่กำเนดิความโค้งได้แล้ว ในสว่นนี้ เราจะทำการนยิามสมการสนาม
ไอนส์ไตน์ ลองพจิารณารเทนเซอรค์วามโค้งของรมีานด์

Ra
bcd = ∂cΓ

a
db −∂dΓ

a
cb +Γa

ceΓ
e
db −Γa

deΓ
e
cb .

เราสามารถนยิามเทนเซอรร์กิช ี่ (Ricci tensor) ได้จาก

Rbd ≡ Ra
bad . (1.7)

ซึง่มสีมมาตรภายใต้การสลับ index bd . เราอาจลอง “เดา” วา่สมการสนามไอนส์ไตนอ์าจ
จะสามารถเขยีนได้ในรปูแบบตอ่ไปนี้

Rab = κTab . (1.8)

เม ือ่ κ คอืคา่คงที่การแปรผัน จากหลักการอนรัุกษ์พลังงาน ∇aTab = 0 ⇒ ∇aRab = 0

อยา่งไรกต็ามไมม่ ีอะไร รับประกันวา่อนพัุนธ์ โควา เรยีนท์ของ เทนเซอร์รกิช ี่จะ เปน็ศนูย์
ตลอด

ข้อ1 พสิจูนว์า่ ∇aRab = 1
2∇bR เม ือ่กำหนดให้ R ≡ g abRab คอืสเกลารร์กิช ี่

ดังน้ัน ∇aRab = 1
2κ∇bT เม ือ่ T ≡ g abTab หลักการอนรัุกษพ์ลังงานจะทำให้

∇aT = 0
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แสดงวา่ T ต้องเปน็คา่คงที่ตลอดกาลอวกาศซึง่ เปน็ไปไม ่ได้ ทำให้สมการสนามข้างต้น
(1.8) ยังไมใ่ชร่ปูแบบทีถ่กูต้อง หากเรานยิาม Gab ≡ (

Rab − 1
2 Rgab

) เราจะพบวา่อนพัุนธ์
โควาเรยีนท์ของเทนเซอร์ตัวนี้ น้ันเปน็ศนูย์ น้ันคอื ∇aGab = 0 ดังน้ันเราสามารถนยิาม
สมการสนามไอนส์ไตน์ (Einstein field equations) ได้ดังตอ่ไปนี้

Gab = κTab . (1.9)

เม ือ่ Gab คอืเทนเซอรไ์อนส์ไตน์ (Einstein tensor)

1.3 ลมิตินวิตัน
คา่คงที่ κ สามารถหาได้จากลมิตินวิตัน เนือ่งจากสมการสนามไอนส์ไตน์ควรจะต้องลดรปู
ไปเปน็ความโน้มถว่งแบบนวิตันภายใต้ขอบเขตทีเ่หมาะสม ในทฤษฎคีวามโน้มถว่งแบบนวิ
ตันเราสามารถนยิาม ศักย์โน้มถว่ง Φ ได้จาก −∇Φ = a และศักย์โน้มถว่งสามารถเขยีนอย ู่
ในรปูของสมการปวัซองได้ในลักษณะ

∇2Φ= 4πGρ. (1.10)

เม ือ่ ρ คอืความหนาแนน่ของสสาร เราจะพจิารณาวา่ในลมิตินวิตันทฤษฎสัีมพัทธภาพจะ
ลดรปูไปอยา่งไร ภายใต้ลมิติดังกลา่วเราจะกำหนดให้

1. v ¿ c

2. ความโน้มถว่งมคีา่น้อย gab = ηab +hab เม ือ่ |hab |¿ 1

3. gab ไมเ่ปลีย่นตามเวลา (time-independent)

ข้อทีห่นึง่หมายความวา่ d t
dτ À d x i

dτ ดังน้ันสมการจอีอเดสกิสจ์ะประมาณได้เปน็

d 2xa

dτ2 +Γa
00

(
d t

dτ

)2

= 0. (1.11)

เนือ่งจากข้อกำหนดทีส่ามเราทราบวา่ Γa
00 =−1

2 g ab∂b g00

ข้อ2 พสิจูนว์า่ g ab = ηab −hab
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ดังน้ันสมการจอีอเดสกิสใ์นลมิตินวิตันจะสามารถเขยีนอย ูใ่นรปู
d 2xa

dτ2 − 1

2
ηab∂bh00

(
d t

dτ

)2

= 0. (1.12)

เม ือ่ a = 0 เราทราบวา่ d t
dτ = คา่คงที่ องค์ประกอบเชงิตำแหนง่ของสมการจอีอเดสกิส์จงึ

กลายเปน็
d 2xi

d t 2 = 1

2
∂i h00. (1.13)

∴ h00 =−2Φ (1.14)

จากสมการจอีอเดสกิส์เราทราบวา่ในลมิตินวิตัน เราทราบวา่องค์ประกอบเวลาของเมทรกิ
เทนเซอร์น้ันมคีวามสัมพันธ์กับ ศักย์โน้มถว่งแบบนวิตัน g00 = − (1+2Φ) หากเราทำการ
contract สมการสนาม (1.9) ด้วย g ab เราสามารถแสดงได้วา่ R = −κT ดังน้ันสมการ
สนามสามารถเขยีนอย ูใ่นรปูแบบตอ่ไปนี้

Rab = κ

(
Tab −

1

2
gabT

)
. (1.15)

ในลมิตินวิตัน เทนเซอรพ์ลังงานโมนตัมของของไหลอดุมคติ (1.2) จะลดรปูเปน็

Tab = ρuaub (1.16)

เราสามารถละทิ้งความดัน P ได้เน ือ่งมาจากความดันเปน็ผลจากการเคลือ่นทีข่องอนภุาค
ซึง่เคล ือ่นทีช้่ามากเทยีบกับความเรว็แสง เราจะพจิารณาของไหลในกรอบนิง่ กลา่วคอืเวก
เตอร์ความเรว็ม ีเฉพาะองค์ประกอบเวลาเทา่น้ัน ua = {u0,0,0,0} และจาก uaua = −1

เราสามารถเขยีน u0 = 1+ h00
2 และเนือ่งจาก ρ กม็ขีนาดเลก็เน ือ่งจากกาลอวกาศ “เกอืบ”

จะราบเรยีบ ดังน้ัน

T00 ≈ ρ

T ≈−ρ.

∴R00 ≈ 1

2
κρ.

ดังน้ัน

R00 = R i
0i 0 (1.17)

≈ ∂iΓ
i
00 =−1

2
∇2h00. (1.18)
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สมการสนามไอนส์ไตน์ (เฉพาะองค์ประกอบเวลา) จะกลายเปน็ −∇2h00 = κρ = 2∇2Φ

ดังน้ันเม ือ่เทยีบกับสมการนวิตัน คา่คงที่ κ จงึมคีา่เทา่กับ
κ= 8πG

ทำให้สดุท้ายแล้ว สมการสนามไอนส์ไตน์ จะเขยีนได้เปน็

Rab −
1

2
Rgab = 8πGTab . (1.19)

1.4 Einstein-Hilbert action
เรามอีกีหนึง่วธิที ีเ่ราสามารถพสิจูน์สมการสนามได้จากหลักการ least action เราจะเร ิม่
จากนยิามแอคชัน่ทีจ่ะนำไปส ูส่มการสนามไอนส์ไตน์ ซึง่สามาถเขยีนอย ูใ่นรปูของแอคชัน่
ไอนส์ไตน-์ฮลิเบริต์ดังนี้

§E H =
∫

d 4x
p−g R (1.20)

เราพจิารณาการเปลีย่นแปลงของแอคชัน่ดังกลา่วเทยีบกับการเปลีย่นแปลงเลก็ๆของเม
ทรกิซส์ว่นกลับ ดังน้ัน

δSE H =
∫

d 4xδ
(p−g

)
R +

∫
d 4x

p−g Rabδg ab +
∫

d 4xδ
p−g g abδRab .

≡ δS1 +δS2 +δS3.

ภายใต้การเปลีย่นแปลงของเมทรกิซเ์ทนเซอร์ gab → gab +δgab ดังน้ันสัญลักษณค์รสิโตฟ
เฟลจะแปรผันไปในลักษณะ Γa

bc → Γa
bc +δΓa

bc ดังน้ันสว่นเปลีย่นแปลงของเทนเซอรร์มัีนด์
จะสามารถเขยีนได้เปน็

δRa
bcd =∇c

(
δΓa

bd

)−∇d
(
δΓa

bc

) (1.21)

โดยที่
δΓa

bc =−1

2

[
gbe∇c

(
δg ea)+ gce∇b

(
δg ea)− gbh gc f ∇a

(
δg h f

)]
เพราะฉะนััน

δS3 =
∫

d 4x
p−g∇a

[
gbc∇a

(
δg bc

)
−∇e

(
δg ae)] . (1.22)
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ข้อ3 จงพสิจูน์ (1.22) (optional)

อนิทรกิรัลใน (1.22) สามารถถกูพจิารณาวา่เปน็ไดเวอรเ์จนซข์องเวกเตอรใ์นสว่นปรมิาตร
ซึง่ ม ีคา่ เทยีบ เทา่กับสว่นขอบเขตที่อนันต์จากทฤษฎีบทสโตกส์ (Stokes’s theorem)
อยา่งไรก ็ด ีการแปรผันที่อนันต์ น้ันถกูกำหนดให้เปน็ศนูย์ดัง น้ัน การแปรผันในสว่น δS3

จงึไมส่ง่ผลใดๆตอ่สมการการเคลือ่นทีห่รอือาจจะกลา่วได้วา่ δS3 = 0

ตอ่ มา เรา จะพจิารณา การ แปรผัน ใน สว่น δS1 เรา จะ เร ิม่ จากพจิารณา เม ทรกิซ์ จัตรัุส
(square matrix) M ซึง่ ม ีด ีเทอร์ม ิแนนท์ ไม ่เปน็ศนูย์ เราสามารถ เขยีนความ สัมพันธ์
ระหวา่งดเีทอร์มแินนท์ของ M กับเทรซได้ดังนี้ ln(det M) = Tr (ln M) การแปรผันของ
สมการดังกลา่วคอื

1

det M
δ(det M) = Tr

(
M−1δM

)
.

หากเรากำหนดให้ M = gab ดังน้ัน det M = g และ δg = g g abδgab =−g gabδg ab

∴ δ
p−g =− 1

2
p−g

δg ,

=−1

2

p−g gabδg ab .

ดังน้ันการแปรผันของแอคชัน่ไอนส์ไตน-์ฮลิเบริต์จะกลายเปน็
δSE H = δS1 +δS2 +0,

=
∫

d 4x
p−g

[
Rab −

1

2
gabR

]
δg ab (1.23)

จากหลักการ least action δSE H = 0 ⇒ Rab − 1
2 gabR = Gab = 0 จะเหน็วา่เราได้สมการ

สนามไอนส์ไตนใ์นกรณสีญุญากาศ หากเราทำการกำหนดแอคชัน่ในสว่นของสสาร SM และ
เขยีนแอคชัน่รวมของระบบเปน็ S = 1

16πG SE H +SM ดังน้ันการแปรผันของแอคชัน่ดังกลา่ว
จะกลายเปน็

1p−g

δS

δg ab
= 1

16πG

(
Rab −

1

2
gabR

)
+ 1p−g

δSM

δg ab
= 0. (1.24)

และหากเรานยิามเทนเซอรโ์มเมนตัมพลังงานจาก Tab =− 2p−g
δSM

δg ab ดังน้ันการแปรผันของ
แอคชัน่รวมดังกลา่วจะให้สมการสนามไอนส์ไตนใ์นกรณที ีม่สีสาร

Rab −
1

2
gabR = 8πGTab .



บทที่
2

ผลเฉลยของสมการสนามไอนส์ไตน์ 1
(Solution of Einstein field
equations I)

metric signature {−1,1,1,1}, units c =G = 1 unless otherwise stated

Disclaimer: lecture note ฉบับน้ีถกูเขียนข้ึนมาในระยะเวลาอันส้ัน ถึงแม้ว่าผ ู้ เขียนจะร ู้ ถึงขอบเขตเน้ือหาท่ีผ ู้ เขียนต้องรับผิดชอบมา

เปน็เวลาเน่ินนานแล้วก็ตาม ดังน้ันหากพบเจอท่ีผิดใดๆ ไม่ว่าจะเปน็การสะกดคำ สมการ หรือการคำนวณผ ู้ เขียนต้องขออภัยไว้ล่วงหน้า

และยินดีแก้ไขตามท่ีผ ู้ อ่านทกุท่านเสนอแนะมา ขอบคณุครับ (สภัุคชัย)

เอกสารประกอบการสอนชิ้นนี้ถกูเตรยีมขึ้นโดยใช้เน ื้อหาจากอ้างองิเหลา่นี้เปน็หลัก [1, 2]

ดังน้ันเนื้อหาในสว่นนี้สามารถแบง่ออกได้เปน็

• การแก้สมการสนามไอนส์ไตน์

• ผลเฉลยชวารซ์ชลิด์ (Schwarzschild solution)

2.1 การแก้สมการสนามไอนส์ไตน์
การแก้สมการสนามไอนส์ไตน์เพ ือ่หาผลเฉลยทัว่ไปน้ันทำได้คอ่นข้างยาก เนือ่งจากสมการ
สนามมีความซับซ้อนและเปน็สมการอนพัุนธ์ยอ่ยอันดับสองทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้น ซึง่เปน็การ
ยากทีจ่ะหาผลเฉลยทัว่ไปในรปูแบบแมน่ตรง (exact solution) อยา่งไรกต็ามในป ี 1916
คารล์ ชวารซ์ชลิด์ (Karl Schwarzschild) ค้นพบผลเฉลยรปูแบบแมน่ตรงของสมการสนาม
ไอนส์ไตนเ์ปน็คร้ังแรก ชวารซ์ชลิดแ์ก้สมการสนามภายใต้เง ือ่นไขสามข้อ
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1. พจิารณาระบบทีม่สีมมาตรทรงกลม (spherical symmetry)

2. กาลอวกาศไมเ่ปลีย่นแปลงตามเวลา (static)

3. พจิารณาสมการสนามกรณี สญุญากาศ (vacuum field equations)

จากเง ือ่นไขข้อทีห่นึง่และสองทำให้เราสามารถเขยีนไลน์อลิลเิมนต์อย ูใ่นรปูสมมาตรทรง
กลมทัว่ไปได้ดังตอ่ไปนี้

d s2 =−A(r )d t 2 +B(r )dr 2 + r 2 (
dθ2 + sin2θdϕ2) . (2.1)

สมการสนามกรณสีญุญากาศแสดงถงึบรเิวณของกาลอวกาศทีไ่มม่สีสารปรากฎอยู่ ดังน้ัน
เทนเซอรโ์มเมนตัมพลังงานจงึมคีา่เปน็ศนูยน้ั์นทำให้ในกรณนี ี้สมการสนามจะลดรปูเปน็

Rab = 0. (2.2)

โดยปกติแล้ว ในกาลอวกาศสี่มติ ิสมการ ข้าง ต้นจะประกอบไป ด้วยสมการอนพัุนธ์ 10
สมการอยา่งไรกต็ามด้วยเมทรกิซ์เทนเซอร์ (2.1) สมการสนามไอนส์ไตน์จะเหลอือย ูเ่พยีง
สามสมการทีเ่ปน็อสิระจากกันเทา่น้ัน

R00 = A′

r B
− A′

4B

(
A′

A
+ B ′

B

)
+ A′′

2B
= 0, (2.3)

R11 = B ′

r B
+ A′

4A

(
A′

A
+ B ′

B

)
− A′′

2A
= 0, (2.4)

R22 = 1−B−1 + r

2B

(
B ′

B
− A′

A

)
= 0. (2.5)

และ R33 = R22 sin2θ = 0

ข้อ4 พสิจูน์ สมการสนามท้ังสามองคป์ระกอบ

พจิารณา B
A ×R00 +R11 เราจะได้วา่

A′

A
+ B ′

B
= 0,

∴ AB =C1
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เมือ่ C1 คอืคา่คงที่ ดังน้ัน (2.5) จะกลายเปน็

C1 = A+ r A′

∴ A =C1

(
1+ C2

r

)
B =

(
1+ C2

r

)−1

เม ือ่ C2 เปน็คา่คงทีก่ารอนิทเิกรต คา่คงทีเ่หลา่น ี้สามารถหาได้จากการเปรยีบเทยีบกับองค์
ประกอบเวลาของเมทรกิซเ์ทนเซอรใ์นลมิตินวิตัน g00 =− (1+2Φ) ดังน้ัน

C1 = 1 C2 = 2Φr =−2GM (2.6)

เม ือ่ M คอืมวลของวัตถทุรงกลมทีเ่รากำลังพจิารณาดังน้ัน ผลเฉลยชวารซ์ชลิดค์อื

d s2 =−
(
1− 2GM

r c2

)
c2d t 2 +

(
1− 2GM

r c2

)−1

dr 2 + r 2 (
dθ2 + sin2θdϕ2) . (2.7)

สังเกตวา่เม ือ่ให้ M = 0 หรอืพจิารณากรณที ี่ r →∞ ผลเฉลยดังกลา่วจะลดรปูไปเปน็กาล
อวกาศแบบมนิคาวสกี้ (ในระบบพกัิดทรงกลม) คณุสมบัตดัิงกลา่วเรยีกวา่ asymptotic
flatness

2.2 ผลเฉลยชวารซ์ชลิด์
กาลอวกาศแบบชวา รซ์ ช ิลด์ (2.7) บรรยายถงึ กาลอวกาศ รอบ วัตถ ุทรง กลมมวล M

ทีไ่มห่มนุ และไมม่ปีระจไุฟฟา้ นอกจากน้ันเรายังทราบวา่คำตอบดังกลา่วคอืผลเฉลยของ
สมการสนามไอนส์ไตน์แบบแมน่ตรงในกรณสีญุญากาศ ทีจ่รงิแล้วผลเฉลยดังกลา่วเปน็ผล
เฉลยแบบยนูคิ (unique solution) ของสมการสนามไอนส์ไตน์ท ีม่สีมมาตรแบบทรงกลม
กลา่วคอืหากเราพจิารณาระบบใดๆทีม่สีมมาตรทรงกลมทีเ่ปน็ผลเฉลยของสมการสนาม
ไอนส์ ไตน์ ในสญุญากาศ กาลอวกาศภายนอกจะบรรยายด้วยผลเฉลยชวารซ์ช ิลด์ เสมอ
ข้อความดังกลา่วได้รับการพสิจูนใ์นป ี1923 โดย จอรจ์ เดวดิ เบริก์คอฟ (George David
Birkhoff) และทฤษฎบีทดังกลา่วถกูเรยีกวา่ Birkhoff’s theorem ดังน้ันการสัน่เชงิรัศมี
ของดาวจะไมป่ลดปลอ่ยคลืน่ความโน้มถว่งออกมา
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ผลเฉลยชวารซ์ชลิดม์จีดุเอกฐานอยูส่องแหง่

r = 0, rs = 2GM

c2

ท้ังสองจดุจะทำให้ผลเฉลย (2.7) มคีา่เปน็อนันตซ์ึง่แสดงถงึบรเิวณทีค่วามโน้มถว่งมคีา่เปน็
อนันต์ด้วยเชน่เดยีวกัน ที่ r = 0 หรอืทีจ่ดุศนูยก์ลางของวัตถดัุงกลา่วกาลอวกาศจะมคีวาม
โค้งเปน็อนันต์ทำให้เราไม ่สามารถตคีวามทางฟสิกิส์เก ีย่วกับจดุดังกลา่วได้ รัศมี r = rs

ถกูเรยีกวา่รัศมชีวารซ์ชลิด์ (Schwarzschild radius) รัศมดัีงกลา่วถกูใช้ในการระบขุนาด
ของวัตถ ุความโน้มถว่งสงูดังกลา่ว ในกรณีท ี่วัตถ ุทรงกลมมีรัศมีน้อยกวา่หรอืเทา่กับ rs

วัตถชุนดิน้ันจะถกูเรยีกวา่หลมุดำและรัศมดัีงกลา่วจะถกูเรยีกวา่ขอบฟา้เหตกุารณ์ (event
horizon) เราจะมาลองทำความเข้าใจวา่ขอบฟา้เหตกุารณข์องหลมุดำคอือะไร

ลองพจิารณาเส้นโลกของโฟตอนเคลือ่นทีใ่นสองมติภิายใต้กาลอวกาศแบบมนิคาวสกี้ 0 =
d s2 =−d t 2 +d x2 ดังน้ัน

d t

d x
=±1

สมการด้านบนจะนยิามขอบเขตของกรวยแสง (light cone) ในกาลอวกาศแบบมนิคาวสกี้
พจิารณาสถานการณเ์ดยีวกันสำหรับกาลอวกาศชวารซ์ชลิด์

d t

dr
=±

(
1− rs

r

)−1
.

เราสามารถวเิคราะห์สมการด้านบนได้ในสามบรเิวณ I r → ∞, I I r → rs , I I I r < rs

ในบรเิวณ I สมการ ด้านบนลดรปู ไป เปน็ กรณีกาลอวกาศแบบมินคาวสกี้ ในบรเิวณ
I I กรวยแสงเร ิม่ ชันมากขึ้น เร ือ่ยๆจนกระท้ังความชันเปน็อนันต์ท ี่ r = rs บรเิวณ I I I

ความหมายของอวกาศและเวลาสลับกัน

อยา่งไรกต็ามภาวะเอกฐานทีข่อบฟา้เหตกุารณ์เปน็เพยีงภาวะเอกฐานเทยีมทีเ่กดิมาจาก
การเลอืกใช้ระบบพกัิดเทา่น้ัน (coordinate singularity) ต้องอยา่ลมืวา่ท้ัง gab และ Ra

bcd

น้ันเปน็ปรมิาณทีข่ึ้นกับระบบพกัิด กลา่วคอืหน้าตาของเทนเซอร์ท้ังสองจะเปลีย่นไปตาม
ระบบพกัิดทีเ่ราเลอืกใช้ ดังน้ันเราจำเปน็ต้องพจิารณาปรมิาณทีน่ยิามความโค้งและเปน็
สเกลา่รเ์ราสามารถนยิามสเกลา่รเ์ครชมัน (Kretchmann scalar)

Rabcd Rabcd = 48M 2

r 6 .
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สังเกตวา่ r = 0 ทำให้ปรมิาณดังกลา่วเปน็อนันต์ ในขณะที่ r = rs = 2M น้ันมคีา่จำกัด
น้ันแสดงวา่ภาวะเอกฐานทีเ่กดิขึ้นท ีข่อบฟา้เหตกุารณ์สามารถถกูกำจัดไปได้จากการแปลง
ระบบพกัิด

ตอ่มาเราจะพจิารณาการเคลือ่นที่ของอนภุาคในกาลอวกาศแบบชวารซ์ช ิลด์ สมการที่
บรรยายเส้นทางการเคลือ่นทีข่องอนภุาคคอืสมการจอีอเดสกิส์

ẍa +Γa
bc ẋb ẋc = 0.

เม ือ่ ẋa = d xa

dσ และ σ คอื curve parameter ดังน้ันสมการจอีอเดสกิส์เม ือ่เมทรกิซ์เทน
เซอรเ์ปน็ชวารช์ลิด์

Aṫ = E , (2.8)
r̈ + 1

2
A A′ ṫ 2 − A′

2A
ṙ 2 − Ar θ̇2 − Ar sin2θϕ̇2 = 0, (2.9)
θ̈+ 2

r
ṙ θ̇− sinθcosθϕ̇2 = 0, (2.10)

r 2 sin2θϕ̇= h. (2.11)

เม ือ่คา่คงที่ E ,h คอืพลังงานและโมเมนตัมเชงิมมุตามลำดับ อกีหนึง่สมการทีม่ปีระโยชนค์อื
ϵ= gab ẋa ẋb เม ือ่ ϵ= 0,−1 สำหรับ xa ทีเ่ปน็ null และ timelike curve ตามลำดับดังน้ัน

−Aṫ 2 + A−1ṙ 2 + r 2θ̇2 + r 2 sin2θϕ̇2 = ϵ. (2.12)

หากเราพจิารณาเฉพาะอนภุาคทีเ่คล ือ่นทีใ่นระนาบศนูยส์ตูร (equatorial plan) θ = π/2

สมการท้ังหมดข้างต้น (2.8–2.12) จะลดรปูเปน็

Aṫ = E ,

r̈ + 1

2
A A′ ṫ 2 − A′

2A
ṙ 2 − Ar ϕ̇2 = 0,

r 2ϕ̇= h,

−Aṫ 2 + A−1ṙ 2 + r 2ϕ̇2 = ϵ. (2.13)

ดังน้ันสมการ (2.13) สามารถเขยีนอย ูใ่นรปูของสมการพลังงานทีใ่ช้ในการวเิคราะหส์เถยีร
ภาพของวงโคจร

ṙ 2 +
(

h2

r 2 −ϵ

)
A = E 2.
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อกีหนึง่สมการทีม่ปีระโยชนค์อื สมการทีบ่ง่บอกถงึรปูรา่งของวงโคจร ซึง่สามารถหาได้จาก
การเขยีน r (ϕ) ดังน้ัน dr

dσ = h
r 2

dr
dϕ และนยิามตัวแปร u ≡ 1/r ดังน้ันสมการพลังงานด้านบน

จะสามารถถกูเขยีนในรปู
d 2u

dϕ2 +u =−M

h2 ϵ+3Mu2.

จากสมการดังกลา่วเราจะเหน็ได้วา่เทอมทีข่ึ้นกับ u2 คอืสว่นทีม่าจากสัมพัทธภาพทัว่ไปน้ัน
ทำให้วงโคจรของอนภุาคในสัมพัทธภาพทัว่ไปแตกตา่งจากกลศาสตรแ์บบนวิตัน

นอกจากสมการพลังงานและสมการวงโคจร เราสามารถวเิคราะหก์ารเคลือ่นทีข่องโฟตอนร
อบๆหลมุดำแบบชวารซ์ชลิด์ได้ ลองพจิารณาทรงกลมโฟตอน (photon sphere) ซึง่เปน็
บรเิวณทรงกลมรอบๆหลมุดำทีโ่ฟตอนเคลือ่นทีด้่วยวงโคจรแบบวงกลม (circular motion)
ดังน้ันทีรั่ศมทีรงกลมโฟตอน r = rp , r̈ = ṙ = 0 สมการจอีอเดสกิสจ์ะกลายเปน็

−Aṫ 2 + r 2ϕ̇2 = 0,

1

2
A A′ ṫ 2 − Ar ϕ̇2 = 0.

∴ A′− 2A

r
= 0,

r = rp = 3M (2.14)

รัศมดัีงกลา่วคอืรัศมขีองทรงกลมโฟตอนทีอ่ย ูด้่านนอกของขอบฟา้เหตกุารณ์ อยา่งไรกต็าม
เราสามารถแสดงให้เหน็ได้วา่สำหรับกาลอวกาศแบบชวารซ์ชลิด์ เราจะไมส่ามารถมวีงโคจร
วงกลมทีส่เถยีรสำหรับโฟตอนได้ พจิารณาสมการพลังงาน (2.14) อกีคร้ัง

ṙ 2

h2 +Ve f f (r ) = 1

b2 ≡
(

h

E

)2

,

เม ือ่ศักยยั์งผล (effective potential) คอื Ve f f = 1
r 2

(
1− 2M

r

) และ b คอื impact param-
eter เราพบวา่ศักย์ยังผลดังกลา่วมคีา่เปน็ศนูย์ท ีข่อบฟา้เหตกุารณ์ และมคีา่สงูสดุเพยีงจดุ
เดยีวที่ Vmax (rp ) = 1

27M 2 (ดรูปูประกอบที่ 2.1) ดังน้ันทีรั่ศมทีรงกลมโฟตอน อนภุาคโฟ
ตอนจะโคจรอย ูใ่นวงโคจรทีไ่มส่เถยีร
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รปูที่ 2.1: รปูศักยยั์งผลในกรณโีฟตอน เมือ่ให้ M = 1





บทที่
3

การรบกวนหลมุดำ 1
(Black hole perturbation I)

metric signature {−1,1,1,1}, units c =G = 1 unless otherwise stated
Disclaimer: lecture note ฉบับน้ีถกูเขียนข้ึนมาในระยะเวลาอันส้ัน ถึงแม้ว่าผ ู้ เขียนจะร ู้ ถึงขอบเขตเน้ือหาท่ีผ ู้ เขียนต้องรับผิดชอบมา
เปน็เวลาเน่ินนานแล้วก็ตาม ดังน้ันหากพบเจอท่ีผิดใดๆ ไม่ว่าจะเปน็การสะกดคำ สมการ หรือการคำนวณผ ู้ เขียนต้องขออภัยไว้ล่วงหน้า
และยินดีแก้ไขตามท่ีผ ู้ อ่านทกุท่านเสนอแนะมา ขอบคณุครับ (สภัุคชัย)
เน้ือหาในส่วนน้ีถกูใช้ในการบรรยายในงาน Mini School and Workshop on Cosmology and Black Hole Physics in Thailand
ท่ีจัดข้ึนท่ีวิทยาลัยค้นคว้าระดับรากฐาน มหาวิทยาลัยนเศวร เม่ือวันท่ี 13-15 มิถนุายน 2022

เอกสารประกอบการสอนชิ้นนี้ถกูเตรยีมขึ้นโดยใช้เน ื้อหาจากอ้างองิเหลา่นี้เปน็หลัก [3]

เน ื้อหา ใน สว่น นี้ จะ กลา่ว ถงึ ทฤษฎีการ รบกวน หลมุ ดำ แบบ เชงิ เส้น (linear pertur-
bation) อธบิาย ถงึ แนวคดิ และ ความ สำคัญ ของ การ ศกึษา หลมุ ดำ ใน แง ่ มมุ ดัง กลา่ว
หลัง จาก น้ัน จะ ทำการ แนะนำ ให้ ร ู้จัก กับ สมการ ที่ บรรยาย ถงึ การ รบกวน หลมุ ดำ
และการคำนวณเพือ่หาความถีข่องการสัน่ของหลมุดำ

ดังน้ันเนื้อหาในสว่นนี้สามารถแบง่ออกได้เปน็

• แนะนำเบื้องต้น

• โหมดกึง่ปกติ (quasinormal modes, QNMs)

• คำนวณความถีก่ึง่ปกตขิองหลมุดำ (quasinormal frequency)
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3.1 แนะนำเบื้องต้น
หลังจากทีเ่ราทราบแล้ววา่หลมุดำเปน็ผลเฉลยหนึง่ของสมการสนามไอนส์ไตน์ (1.9) เราจะ
มัน่ใจได้อยา่งไรวา่ผลเฉลยดังกลา่วสามารถใช้อธบิายหลมุดำทีม่อีย ูใ่นธรรมชาตไิด้จรงิ หนึง่
ในวธิตีรวจสอบคอืการพจิารณาวา่ผลเฉลยหลมุดำน้ันตอบสนองอยา่งไรตอ่การถกูรบกวน
หากผลเฉลยดังกลา่วไม ่เปลีย่นแปลงหลังถกูรบกวนเราอาจจะกลา่วได้วา่หลมุดำน้ันมีส
เถยีรภาพ (อยา่งน้อยกภ็ายในขอบเขตของการรบกวน) เน ือ่งจากหลมุดำในธรรมชาตน้ัินไม ่
ได้อย ูอ่ยา่งโดดเดีย่วแตถ่กูรายล้อมไปด้วยสสารตา่งๆมากมาย (ซึง่อาจจะพจิารณาเปน็การ
รบกวนหลมุดำ) เราจงึสนใจวา่หลมุดำจะมพีฤตกิรรมอยา่งไรภายใต้สถานการณ์ดังกลา่ว
เนื้อหาในสว่นนี้ เราจะพจิารณาเฉพาะการรบกวนหลมุดำเชงิเส้น ซึง่หมายความอนภุาคทีใ่ช้
เปน็ตัวรบกวนหลมุดำจะไมท่ำให้เรขาคณติของกาลอวกาศเปลีย่นแปลงไป

ลอง จนิตนาการ ถงึ เคร ือ่ง ดนตรี ใน กล ุม่ เคร ือ่ง สาย การ ดดี ส ี กด จะ ทำให้ สาย ของ
เคร ือ่งดนตรีชนดิ น้ันๆ สัน่และให้กำเนดิ เสยีงออกมา หากเราละทิ้งการสญู เสยีพลังงาน
รปูแบบการสัน่ ดังกลา่วจะถกูอธบิายด้วยโหมดปกติ (normal modes) ซึง่ความถี่ของ
การ สัน่ จะ บรรยาย ด้วย จำนวนจรงิ ใน ทำนอง เดยีวกัน หาก เรา ทำการ รบกวน หลมุ ดำ
หลมุดำจะ สัน่ และปลดปลอ่ยพลังงานออกมา ในรปู ของคลืน่ ความ โน้มถว่ง โหมดการ
สัน่ ของหลมุดำจะถกูอธบิาย ด้วยสิง่ ท ี่เรยีก วา่ โหมดกึง่ ปกติ (quasinormal modes)
ด้วยความถี่ท ี่เปน็จำนวนเชงิซ้อน (complex frequency) ในระบบหลมุดำค ู่ (binary
black holes) ที่โคจรรอบกันและกัน ระบบดาวค ู่ดังกลา่วจะสญูเสยีพลังงานไปในรปู
ของคลืน่ความโน้มถว่งจนกระทัง่หลมุดำท้ังสองชนกันและหลอมรวมกันพร้อมกับปลด
ปลอ่ยคลืน่ความโน้มถว่งที่ม ีแอมพลิจดูสงูออกมา หลังการรวม ตัว หลมุดำ ใหม ่ท ี่เกดิ
ขึ้นจะยังคงสัน่อยา่งตอ่เน ือ่งซึง่โหมดการสัน่ดังกลา่วจะถกูบรรยายได้ด้วยโหมดกึง่ปกติ
และความถีท่ ีส่อดคล้องกับโหมดกึง่ปกตจิะขึ้นอย ูกั่บปรมิาณทีใ่ช้นยิามหลมุดำเพยีงเทา่น้ัน

3.2 โหมดกึง่ปกติ
เราลองสมมตวิา่มสีนามสเกลาร์อย ูใ่นกาลอวกาศทีม่สีมมาตรทรงกลมและหยดุนิง่ เราจะ
สมมติวา่สนามสเกลาร์ไมม่ ีผลตอ่เรขาคณติของกาลอวกาศ ดังน้ันเรากำลังพจิารณาการ
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รบกวนเชงิเส้นเทา่น้ัน แอคชัน่ของระบบดังกลา่วสามารถเขยีนอย ูใ่นรปู

S =
∫

d 4x
p−g

[
R + 1

2
g ab∇aΦ∇bΦ

]
. (3.1)

เม ือ่ g คอืดเีทอมแินนทข์องเมทรกิเทนเซอร์ (determinant of metric tensor) และเมท
รกิเทนเซอรข์องกาลอวกาศนยิามด้วย

d s2 =− f (r )d t 2 + f −1(r )dr 2 + r 2 (
dθ2 + sin2θdφ2) . (3.2)

สมการการเคลือ่นทีข่องสนามสเกลาร์คอืสมการไคลน-์กอร์ดอน (Klein-Gordon equa-
tion)

∇a∇aΦ= 0. (3.3)

เราจะสมมตวิา่สนามสเกลารส์ามาถถกูแยกเปน็องคป์ระกอบตา่งๆดังนี้

Φ= e−iωt R(r )

r
Y (θ,φ), (3.4)

เม ือ่ Y (θ,φ) คอื spherical harmonics ในสีม่ติซิึง่สอดคล้องกับสมการตอ่ไปนี้
1

Y sinθ
∂θ (sinθ∂θY )+ 1

Y sin2θ
∂φφY =−ℓ(ℓ+1). (3.5)

แทนคา่ (3.4) ลงไปในสมการ (3.3) ดังน้ัน

0 = d 2R

dr 2∗
+ (

ω2 −V (r )
)

R, (3.6)

V (r ) = f

(
ℓ(ℓ+1)

r 2 + 1

r

d f

dr

)
(3.7)

เม ือ่ r∗ คอื tortoise coordinate dr∗ = f −1dr สมการ (3.6) เปน็สมการทีบ่รรยายการ
รบกวนหลมุดำด้วยสนามเกลารท์ ีไ่มม่มีวล หรอืทีเ่รยีกวา่สมการ Regge-Wheeler

ข้อ1 พสิจูนส์มการ (3.6) โดยเร ิม่จาก (3.3)

หากเราพจิารณากาลอวกาศแบบชวารซ์ชลิดดั์งน้ัน f = (
1− 2M

r

) เพราะฉะน้ัน

r∗ = r +2M ln(r −2M) .
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ดังน้ัน 2M < r <∞ และ −∞< r∗ <∞ เพราะฉะน้ัน V → 0 เม ือ่ r∗ →±∞ ผลเฉลยโดย
ทัว่ไปของ (3.6) จะสามารถเขยีนอย ูใ่นรปู

R ∼ e±iωr∗ , r∗ →−∞,

R ∼ e±iωr∗ , r∗ →∞,

เง ือ่นไขขอบเขตทีส่อดคล้องกับโหมดการสัน่กึง่ปกตกิค็อื

R ∼ e−iωr∗ , r∗ →−∞,

R ∼ e iωr∗ , r∗ →∞,

น้ันคอืมเีฉพาะคลืน่ท ีว่ ิง่เข้าไปทีข่อบฟา้เหตกุารณ์ (เราไมไ่ด้พจิารณาถงึผลของการแผรั่งส ี
ของฮอควก์ ิ้ง) และมเีฉพาะคลืน่ว ิง่ออกทีอ่นิฟนิติ ี้ ความถี่ ω ทีส่อดคล้องกับเง ือ่นไขขอบเขต
ดังกลา่วจงึสามารถถกูเขยีนได้ในรปู

ω=ωR ±ωI .

โดยที่ความถี่ดังกลา่วจะมีคา่ไม ่ตอ่ เน ือ่งและเปน็จำนวนเชงิซ้อน สว่นจรงิของความถี่จะ
บรรยายถงึพลังงานของสนามสเกลาร์ ในขณะที่สว่นเชงิซ้อนจะแสดงถงึการลดลงหรอื
เพิม่ขึ้นตามเวลาของคลืน่สเกลาร์ ในสว่นถัดไปเราจะพจิารณาตัวอยา่งการแก้สมการเพือ่
คำนวณความถีก่ึง่ปกติ

3.3 คำนวณความถีก่งึปกตขิองหลมุดำ BTZ
ในสว่นนี้ เราจะพจิารณาสนามสเกลาร์ท ีว่วัิฒน์อย ูบ่นกาลอวกาศ Banados, Teitelboim
and Zanelli (BTZ) ซึง่เปน็ผลเฉลยของสมการสนามใน (2+1) มติ ิ ท ีม่คีา่คงทีจั่กรวาลเปน็
ลบ Λ (negative cosmological constant) เรานยิามกาลอวกาศ BTZ ดังตอ่ไปนี้

d s2 =
(
−M + r 2

ℓ2

)
d t 2 −

(
−M + r 2

ℓ2

)−1

dr 2 − r 2dφ2, (3.8)

เม ือ่ Λ = −1/ℓ2 สังเกตวา่ เมทรกิ เทน เซอร์ ม ีเคร ือ่งหมายแบบ {+,−,−} รัศมีขอบฟา้
เหตกุารณข์องหลมุดำ BTZ คอื

r =±
p

Mℓ.
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เราจะพจิารณาสมการไคลน-์กอรด์อนบนอวกาศโค้ง
1p
g
∂a

(p
g g ab∂bΦ

)
= 0.

จาก (3.8 ดังน้ัน p
g = r และนยิามพกัิด tortoise dr

dr∗
=−M +r 2/ℓ2 ≡ f ดังน้ันสมการไค

ลน-์กอรด์อนจะสามารถกระจายออกมาได้เปน็
1p
g
∂0

(p
g g 00∂0Φ

)+ 1p
g
∂1

(p
g g 11∂1Φ

)+ 1p
g
∂2

(p
g g 22∂2Φ

)= 0, (3.9)

Φ̈−
[

f 2Φ′′+ f f ′Φ′+ f 2

r
Φ′

]
− f

r 2 ∂
2
2Φ= 0. (3.10)

เม ือ่ ·,′ คอื ∂/∂t ,∂/∂r ตามลำดับ เราสามารถใช้กฎลกูโซเ่พ ือ่เปลีย่นพกัิดเชงิรัศมี r เปน็ r∗

∂2Φ

∂r 2∗
=Φ′′ f 2 +Φ′ f f ′.

และเราจะเขยีนคำตอบของสนามสเกลารใ์นรปูแบบตอ่ไปนี้

Φ= 1p
r

R(r )e−iωt e i mφ. (3.11)

เม ือ่ m คอืเลขควอนตัมเชงิมมุ (angular quantum number) ดังน้ันสมการ (3.10) จะ
กลายเปน็

d 2

dr 2∗

(
Rp

r

)
+ f 2

r

(
Rp

r

)′
+ω2

(
Rp

r

)
−m2 f

(
R

r 5/2

)
= 0. (3.12)

เพือ่ให้การจัดรปูสมการงา่ยขึ้น เรามาลองพจิารณาแตล่ะเทอมตอ่ไปนี้(
Rp

r

)′
=

(
R ′
p

r
− R

2r 3/2

)
,

d

dr∗

(
Rp

r

)
= f

(
R ′
p

r
− R

2r 3/2

)
,

d 2

dr 2∗

(
Rp

r

)
= f

[
f

(
R ′
p

r
− R

2r 3/2

)]′
สดุท้ายแล้วสมการ Regge-Wheeler สำหรับสนามสเการบ์นหลมุดำ BTZ คอื

d 2R

dr 2∗
+

[
ω2 −

(
3r 2

4ℓ2 − M

2ℓ2 − M 2

4r 2 + m2

ℓ2 − Mm2

r 2

)]
R = 0. (3.13)
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เปา้หมายของเราคอืแก้สมการข้างต้นเพือ่หา ω ภายใต้เง ือ่นไขขอบเขตทีน่ยิามโหมดกึง่ปกติ
อยา่งไร กต็ามหาก เราพจิารณา ศักย์ ยัง ผล ในสมการ ด้านบน (เทอมที่อย ู่ ใน วงเลบ็ (...)
) เราจะพบวา่ ศักย์ ยังผลจะมีคา่ เปน็ศนูย์ท ี่ขอบฟา้ เหตกุารณ์ และมีคา่ เปน็อนันต์ท ี่
r → ∞ ซึง่น ีเ่ปน็ผลมาจากการทีห่ลมุดำ BTZ ไมไ่ด้มคีณุสมบัติ asymptotic flatness
ดัง น้ัน เง ือ่นไข ขอบ ที่ อนันต์ จะ กลาย เปน็ R → 0 ใน กรณี ทัว่ไป คำ ตอบ ของ สมการ
Regge-Wheeler ไม ่สามารถ ถกู เขยีน อย ู่ ใน รปู แบบแมน่ ตรง ได้ เรา ต้อง อาศัย เทคนคิ
การแก้สมการอนพัุนธ์ด้วยวธิ ีการเชงิตัวเลขในการแก้ปญัหา อยา่งไรกต็ามในตัวอยา่งดัง
กลา่ว เราจะพบวา่ เราสามารถเขยีนผลเฉลยของสมการ (3.13) ในรปูแบบแมน่ตรงได้
แนวคดิกค็อืเราจะใช้การเปลีย่นระบบพกัิดเพือ่เขยีน (3.13) ในรปูของสมการอนพัุนธ์ท ีม่ ี
คำตอบทัว่ไปในรปูแบบแมน่ตรง

เพือ่ความสะดวกเราจะกำหนดให้ ℓ = 1 จากนยิามของพกัิด tortoise เราสามารถเขยีน
ความสัมพันธร์ะหวา่งพกัิด r และ r∗ ได้ดังนี้

r =−
p

M coth
(p

Mr∗
)

ดังน้ัน p
M ≤ r ≤ ∞ และ −∞ ≤ r∗ < 0 เราสามารถเขยีนศักย์ยังผลในพกัิด tortoise

ได้ดังตอ่ไปนี้

V (r∗) = 3M

4sinh2
p

Mr∗
+ M

4cosh2
p

Mr∗
+ m2

cosh2
p

Mr∗
.

เราจะนยิามตัวแปร x = 1
cosh2

p
Mr∗

ดังน้ันขอบฟา้เหตกุารณจ์ะอย ูท่ ี่ x = 0 ในขณะทีอ่นิฟนิ ิ
ต ี้คอื x = 1 ดังน้ัน

d x

dr∗
=−2

p
M x

p
1−x,

d 2x

dr 2∗
= 4M x

[
1− 3x

2

]
,

∴ d 2R

dr 2∗
= d 2R

d x2

(
4M x2 (1−x)

)+ dR

d x
(2M x (2−3x)) .

สมการ (3.13) เม ือ่เขยีนในเทอมของตัวแปร x จะสามารถเขยีนได้เปน็

0 = 4x (1−x)
d 2R

d x2 + (4−6x)
dR

d x
+ Ṽ (x)R,

Ṽ ≡ 1

4x (1−x)

[
4ω2 (1−x)

M
−4x +x2 − 4m2x (1−x)

M

]
.
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ในข้ันตอนสดุท้ายเราจะนยิามฟงักชั็นเชงิรัศมี R(x) ใหม ่

R(x) = (x −1)3/4 x−iω/2
p

M y(x).

สมการสดุท้ายในเทอมของ y จะกลายเปน็สมการไฮเปอร์จอีอเมตรกิ (hypergeometric
equation)

0 = x (1−x) y ′′+ [c − (a +b +1) x] y ′−aby,

a =
(
1+ i m

2
p

M
− iω

2
p

M

)
,

b =
(
1− i m

2
p

M
− iω

2
p

M

)
,

c = 1− iωp
M

.

สมการดังกลา่วมจีดุเอกฐานสามจดุคอืที่ x = 0,1,∞ ทีแ่ตล่ะจดุเอกฐานจะมผีลเฉลยสอง
ตัวทีเ่ปน็อสิระเชงิเส้นจากกัน (two linearly independent solutions) ใกล้ๆกับขอบฟา้
เหตกุารณ์ x = 0 ผลเฉลยทัว่ไปของสมการดังกลา่วสามารถถกูเขยีนอย ูใ่นรปูของฟงักชั์นไฮ
เปอรจ์อีอเมตรกิไ F ได้

y = A (1−x)c−a−b F (c −a,c −b, ;c; x)+B x1−c (1−x)c−a−b F (1−a,1−b, ;2− c; x) .

เง ือ่นไขที่ x = 0 ทำให้เราต้องเลอืก B = 0 และที่ x = 1 เราต้องการให้ y = 0 และเนือ่งจาก
c − a −b = −1 ดังน้ันเราต้องการให้ F = 0 ที่ x = 1 เราสามารถเขยีนฟงักชั์นไฮเปอร์จอีอ
เมตรกิในรปูของฟงักชั์นแกมมา่ได้ดังนี้

F (c −a,c −b, ;c;1) = Γ(c)Γ(a +b − c)

Γ(a)Γ(b)
. (3.14)

ดังน้ัน a = −n หรอื b = −n เม ือ่ n คอืจำนวนนับ เพราะฉะน้ันเง ือ่นไขขอบเขตของโหมด
กึง่ปกตทิำให้เราทราบวา่(

1± i m

2
p

M
− iω

2
p

M

)
=−n,

∴ω=±m −2
p

M (n +1) i . (3.15)

จะเหน็วา่ความถีม่คีา่เปน็จำนวนเชงิซ้อนและไมต่อ่เน ือ่ง อกีท้ังสว่นจนิตภาพยังมคีา่เปน็ลบ
ซึง่แสดงวา่ความถีข่องการรบกวนจะลดลงตามเวลา และสว่นจนิตภาพยังขึ้นกับมวลของ
หลมุดำเพยีงอยา่งเดยีวเทา่น้ัน
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