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1 Introduction
คาบก่อนหนา้นี เราเรยีนรูว้ิธีการหาผลเฉลยหลมุดาํโดยใชส้มมาตรทรงกลมสถิต ซงึสือ
ถงึหลมุดาํทีอยู่นิง ไมมี่การหมนุ อยา่งไรก็ตาม เทหวตัถุในธรรมชาติทีเราสงัเกตุไดน้นัมี
การหมนุดว้ย ดงันนั ในคาบเรยีนนีเราจะเรยีนรูห้ลมุดาํหมนุ หรอืเรยีกวา่ หลมุดาํ Kerr
ทงันี ในการหาผลเฉลยนนั เราจะตอ้งใชส้มมาตรอยา่งอืนแทน กลา่วคือ ใชส้มมาตรแกน
(axial symmetry) แทนสมมาตรทรงกลม และใชเ้งือนไข stationary แทน static

2 General form of the metric with stationary and axial
symmetry

เงอืนไขแบบ static กับ stationary ต่างกันอย่างไร
ทงั static และ stationary มีเงือนไขรว่มกนัอยา่งหนงึคือ metric tensor ไม่ขนึกบัเวลา
∂tgµν = 0 อยา่งไรก็ตาม สาํหรบั static นนั มนัจะมีเงือนไขเพิมเติมขนึมาคือ gµν ตอ้งไม่
เปลียน ภายใตก้ารแปลง t→ −t ซงึนนัจะทาํให้ g0i = 0 และนนัหมายความวา่ g0i ̸= 0

สอดคลอ้งกบัเงือนไขแบบ stationary
จากทีกลา่วไปก่อนหนา้นี สาํหรบัเรขาคณิตแบบหมนุนนั เราจาํเป็นตอ้งใช้ สมมาตร

แกน แทนสมมาตรทรงกลม โดยสมมาตรแกนนีจะถกูมองได้วา่ เป็นสมมาตรของวตัถุ
ภายใตก้ารหมนุรอบแกนหนงึๆ โดยหลกัการณแ์ลว้เราสามารถเลือกแกนเหมาะๆได้ เพือ
ความสะดวกในการคาํนวน ถา้เราใหแ้กนหมนุนนั เป็นแกน z เราจะไดว้า่ metric tensor
จะไม่ขนึกบั พิกดั ϕ และจากเงือนไขเหลา่นี จะไดว้า่ metric tensor ตอ้งไม่เปลียนภาย
ใตก้ารแปลง

t→ −t and ϕ→ −ϕ. (1)

ซงึนนัหมายความวา่ บางคอมโพเนนทข์อง metric tensorจะเป็นศนูย์ 8nv
g01 = g02 = g31 = g32 = 0. (2)

จากเงือนไขเหลา่นี เราสามรถเขียน รูปแบบทวัไปของ metric tensor ไดเ้ป็น
ds2 = g00dt

2 + 2g03dt dϕ+ g33dϕ
2 +

(
g11(dx

1)2 + 2g12(dx
1)(dx2) + g22(dx

2)2
)
. (3)

เนืองจากพจน์สดุทา้ยในวงเลบ็ของสมการขา้งบนขนึกบัพิกดั x1 and x2 เราสามารถ
เปลียนพิกดัเหมาะๆเพือกบัจดัคอมโพเนนทที์ไม่อิสระตอ่กนัได้ (โดยใชเ้งือนไขทีวา่ ใน 2
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มิตินนั เราสามารถเปลียนระบบพิกดัใหเ้ป็นแบบแบนราบอยา่งคอนฟอรม์อลได)้ ดงันนั
โดยทวัไปแลว้ เราจะมี 4 ฟังชนักที์เป็นอิสระตอ่กนัตามนี

ds2 = −Adt2 +B(dϕ− ω dt)2 + C
(
(dx1)2 + (dx2)2

)
. (4)

ทีเราจดัรูปแบบของฟังกช์นัลกัษณะนีเนืองจากความสะดวกตอ่ไป เชน่ ω จะสอืถงึความ
เรม็เชิงมมุของการหมนุ ω = gtϕ/gϕϕ เพือความสะดวก เราสามารถเขียนพิกดั x1 and
x2 ในรูปแบบพิกดั polar-like , r and θ ได้ ซงึเมือเปลียนแลว้ จะไดว้า่

ds2 = −Adt2 +B(dϕ− ω dt)2 + C dr2 +Ddθ2. (5)
เขียนแยกแตล่ะคอมโพเนนทไ์ดเ้ป็ฯ

gtt = A+Bω2, gtϕ = −Bω, gϕϕ = B, grr = C, gθθ = D. (6)

โดยการใช้ เงือนไข
gµρg

ρν = δνµ. (7)
เราสามารถหา inverse คอมโพเนนทข์อง metric tensor ได้ กลา่วคือ

gtt = − 1

A
, gtϕ = −ω

A
, gϕϕ =

Bω2 + A

AB
, grr =

1

C
, gθθ =

1

D
. (8)

โดยหลกัการแลว้ เราสามารถนาํ metric tensor นีเขา้ไปแทนในสมการไอนส์ไตน์ แลว้
ทาํการหาผลเฉลยได้ อยา่งไรก็ตาม สมการนนัมีความยุง่ยากมากถงึมากทีสดุ (Roy Kerr
คน้พบผลเฉลยนีในปี 1963 ซงึกินเวลาราวๆ 60 ปีหลงัจากการคน้พบ Schwarzschild
solution) ในคาบเรยีนนี เราจะไม่ทาํการหาผลเฉลยนีโดยตรง แตจ่ะแนะนาํเทคนิคอยา่ง
อืนเพือการหาผลเฉลยแทน

3 Newman-Janis Trick
ใน section นีเราจะนาํเสนอวิธีการเพือให้ได้มาซงึผลเฉลยแบบหมนุสืบเนืองจาก ผล
เฉลยแบบไม่หมนุ วิธีการนีเราไม่จาํเป็นตอ้ง หาผลเฉลยโดยตรงจากการแก้สมการเชิง
อนพุนัธ์ เพียงแต่ใช้การแปลงพิกดัตามระเบียบวิธีทีจาํเพาะเจาะจง โดยวิธีการนนัเรยีก
วา่ Newman-Janis algorithm โดยหลกัๆแลว้ระเบียบวิธีนีจะแบง่ออกเป็น 3 ขนัตอน
ไดแ้ก่

1. สรา้ง metric tensor จาก null basis
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2. ทาํการแปลงพิกดัใหเ้ป็นปรมิาณ complex
3. แปลงพิกดักลบัมาบน basis เดิมแลว้แปลงพิกดั เป็นพิกดัทีคุน้ เคย เชน่ พิกดั

Boyer-Lindquist
เพือให้เกิดความเขา้ใจมากขนึ เราจะเรมิจากพิจารณาขนัตอนที 1. โดยพิจารณา null
basis จากMinkowski metric สาํหรบั basis ปกติของMinkowski metric นนัเราสามารถ
เขียนไดเ้ป็น
uµ = (−1, 0, 0, 0), iµ = (0, 1, 0, 0), jµ = (0, 0, 1, 0), kµ = (0, 0, 0, 1). (9)

ซงึ Minkowski metric ก็สามารถเขียนใหอ้ยูใ่นพจนข์อง basis ดงักลา่วไดด้งันี
ηµν = −uµuν + iµiν + jµjν + kµkν . (10)

ถดัไป เราสามารถสรา้ง null basis ไดจ้ากการเปลยีน 2 basis แรกไดด้งันี
lµ =

1√
2
(uµ + iµ), (11)

nµ =
1√
2
(uµ − iµ). (12)

จะเห็นไดว้า่ เราได้ null basis ซงึมีคณุสมบตัิครบถว้นแลว้ กลา่วคือ lµlµ = nµn
µ = 0

and lµnµ = −1 สาํหรบั อีก 2 basis ทีเหลือ เราไมอ่าจจะใหล้กัษณะแบบเดิมไดโ้ดยตรง
เนืองจากเครอืงหมายของทงัสองนนัเหมือนกนั เราจาํเป็นจะตอ้ง แปลงเป็น complex
number แทน ดงันี

mµ =
1√
2
(jµ + ikµ), (13)

m̄µ =
1√
2
(jµ − ikµ). (14)

ซงึในทาํนองเดียวกนั เราสามารถตรวจสอบคณุสมบตัิของ null basis ไดด้งันี mµm
µ =

m̄µm̄
µ = 0 and mµm̄

µ = 1. สดุทา้ยแลว้ เราสามารถเขียน Minkowski metric ใน
พจนข์อง null basis ไดด้งันี

ηµν = −1

2
(uµ + iµ)(uν + iν) +

1

2
(uµ − iµ)(uν − iν) (15)

+
1

2
(mµ + im̄µ)(mν + im̄ν) +

1

2
(mµ − im̄µ)(mν − im̄ν), (16)

= −lµnν − lνnµ +mµm̄ν +mνm̄µ. (17)
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เมือเรารูว้ิธีการเขียน metric อยา่งงา่ยใหอ้ยู่ในพจนข์อง nnull basis แลว้ ถดัไป เรา
จะลองใชห้ลกัการเดียวกนันีกบั ผลเฉลยไมห่มนุ ซงึสามารถเขียนไดท้วัไปดงันี

ds2 = −fdt2 + f−1dr2 + r2dΩ2, (18)

โดยที f = 1− 2M/r สาํหรบักรณีของ Sch และเพือความสะดวกในการหา null basis
ใชพิ้กดั advance Kruskal ดงันี

p = dt+ r̃, (19)
dp = dt+

1

f(r)
dr, dr = f(r)dr̃ (20)

ซงึ metric tensor ในพิกดันีสามารถเขียนไดเ้ป็น
ds2 = −f(r)dp2 + 2dpdr + r2dΩ2. (21)

เราสามารถมาเขียนใหอ้ยูใ่นรูปแบบ matrix ไดด้งันี

gµν =


−f 1 0 0
1 0 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 , gµν =


0 1 0 0
1 f 0 0
0 0 1

r2
0

0 0 0 1
r2 sin2 θ

 . (22)

จากนนั จะไดว้า่ เราสามารถเลือก null basis ได้ 1 ตวัดงันี
lµ = (0, 1, 0, 0). (23)

โดยใชค้ณุสมบตัิของ null basis เอง nµnµ = 0 and lµnµ = −1 เราสามารถเขียนอีก
หนงึตวัไดด้งั

nµ = (−1,−f
2
, 0, 0). (24)

สาํหรบัอีกสองตวัทีเหลือ เราสามารถใช้หลกัการณ์เดียวกนักบัก่อนหนา้นีได้ ซงึในทรง
กลมสามารถเขียนไดเ้ป็น

mµ =
1√
2r

(0, 0, 1,
i

sin θ ), (25)

m̄µ =
1√
2r

(0, 0, 1,− i

sin θ ). (26)
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เราสามารถตรวสอบความถกูตอ้งของ null basis ดงักลา่วโดยใชส้มการ Eq. (17) ทงันี
เราเสรจ็ภารกิจแรกทีวา่ เขียน metric tensor ในพจนข์อง null basis เรยีบรอ้ยแลว้ ขนั
ตอนตอ่ไป คือการทาํใหเ้ป็น พิกดั complex (complexification)

ขนัตอนทีสองนีเป็นหวัใจสาํคญัอยา่งหนงึของระเบียบวิธีนีก็วา่ได้ (ซงึจรงิๆแลว้ก็ไมรู่ ้
วา่ทาํไม มนัตอ้งเป็นแบบนี รูเ้พียงวา่ ทาํแบบนีแลว้มนัใชไ้ด)้ พิกดับน null basis ตอ้ง
แปลงเป็นพิกดั complex ตามนี

p = p′ − ia cos θ, r = r′ − ia cos θ, θ = θ′, ϕ = ϕ′, (27)

โดยที parameter a คือ parameter ทีเกียวเนืองกบัโมเมนตมัเชิงมมุของหลมุดาํหมนุ
นนัเอง และเพือทีจะให้ f(r) ยงัคงเป็นฟังกค์า่จรงิ polynomial ของ r ใน function f(r)
จะตอ้งแปลงตามนี

rp =
[Re(r)]p+2

|r|2
. (28)

สาํหรบักรณีของ Schwarzschild นนัเราจะเขียนฟังกช์นั f(r′) ไดเ้ป็น

f(r′) = 1− 2Mr′

ρ2
, (29)

โดยที ρ2 = r′2 + a2 cos2 θ โดยสรุปแลว้ null vectors จะถกูเขียนใหม่เนืองจาก com-
plexification ดงันี

lµ
′

= (0, 1, 0, 0), nµ′
= (−1,−1

2
f(r′), 0, 0),

mµ′
=

1√
2(r′ − ia cos θ)

(
−ia sin θ,−ia sin θ, 1, i

sin θ
)
, (30)

m̄µ′
=

1√
2(r′ + ia cos θ)

(
ia sin θ, ia sin θ, 1, −i

sin θ
)
. (31)

โดยการใชค้วามสมัพนัธข์อง inverse metric ในสมการ (17) และใช้ null vectors ใน
สมการ (31) เราสามารถเขียน inverse metric ไดเ้ป็น

gµν =
1

ρ2


a2 sin2 θ a2 + r2 0 −a
a2 + r2 ∆ 0 −a

0 0 1 0
−a −a 0 csc2 θ

 , (32)

7



Kerr Black Holes SHEAP2022

โดยที
∆ = r2 + a2 − 2Mr (33)

ทงันี เราไดเ้ปลยีน r′ → r เพือความสะดวกในการเขียนถดัๆไป
สดุทา้ยแลว้ เราสามารถเขียน metric tensor ไดจ้าก inverse ของมนั กลา่วคือ

ds2 = −∆− a2 sin2 θ
ρ2

dp2 + 2dpdr − 2
a sin2 θ (a2 + r2 −∆)

ρ2
dpdϕ

−2a sin2 θdrdϕ+ ρ2dθ2 +
Σ sin2 θ
ρ2

dϕ2 (34)

โดยที Σ = (a2 + r2)
2 − a2∆ sin2 θ ทงันี metric ในรูปแบบนีคือผลเฉลยหลมุดาํแบบ

หมนุแลว้

Exercise1 จงแสดงวา่ metric จากสมการขา้งบน (หรอื ขา่งลา่งก็ได)้ เป็นผลเฉลย
ของสมการไอนส์ไตนใ์นสญูญากาศ (ทงันี ในคาบติว พีนิค ณภทัร จะสอนใหพ้วก
เราใชวิ้ธีการคาํนวนจากคอมพิวเตอร)์

จากทีเกรนิไปก่อนหนา้นี มนัจะสะดวกมากกวา่ถา้เราตอ้งการวิเคราะห์ผลเฉลยนี
จากพิกดัทีเหมาะๆ ทงันี เราสามารถใชพิ้กดั Boyer-Linquist ซงึจะกาํจดัพจน์ drdϕ and
drdp ออกไปได้ เพือทีจะใหไ้ดพิ้กดัดงักลา่ว เราสามารถใชก้ารแปลงนีได้

dϕ = dψ + a
∆
dr, dp = dt+ a2+r2

∆
dr, (35)

หลงัจากนนั เราจะไดผ้ลเฉลยหลมุดาํหมนุ ในพิกดั Boyer-Linquist คือ

ds2 =
a2 sin2 θ −∆

ρ2
dt2 − 2

a sin2 θ (a2 + r2 −∆)

ρ2
dtdϕ+

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2 +

Σ sin2 θ
ρ2

dϕ2, (36)

ทงันีเราไดต้วัแปรกลบัไปใหมเ่พือความสะดวก กลา่วคือ ψ → ϕ

จะเห็นได้วา่ผลเฉลยนีมีความซบัซอ้นคอ่นขา้งมาก ทาํให้เกิดความยุง่ยากตอ่การ
วิเคราะห์คณุลกัษณะของหลมุดาํ นอกจากนีแลว้เรายงัพบวา่ คณุลกัษณะของขอบฟา้
เหตกุารณน์นัไดแ้ยกตวัออกจากทีเคยพิจารณาในกรณีของ Schwarzschild เพือใหเ้ขา้ใจ
คณุลกัษณะดงักลา่ว เราจะพิจารณาคณุสมบตัิของขอบฟา้เหตกุารณเ์พิมขนึใน section
ถดัไป
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4 Event horizon
เพือทีจะศกึษา เรขาคณิตกาลอวกาศแบบ Kerr เราจาํเป็นทีจะตอ้งเรยีนรู ้อยา่งลกึซงึ
เกียวกบัขอบฟา้เหตกุารณ์ ก่อนหนา้นนั เรารูว้า่ ขอบฟา้เหตกุารณคื์อตาํแหน่งที พิกดั t
และ r เปลียนหนา้ทีกนั จากพิกดั timelike เป็น spacelike หรอืเรยีกไดว้า่ ณ ตาํแหน่ง
นี ทงัสองกลายเป็นพิกดั ในเชิงคณิตศาสตร์แลว้ ขอบฟา้เหตกุารณ์คือ พืนผิวที nor-
mal vector กลายเป็น null vector เพือให้เขา้ใจมากขนึ เราลองพิจารณา พืนผิวหนงึๆ
ซงึอธิบายไดด้ว้ยสมการ

f(xµ) = 0. (37)

จากนนั เราจะได้วา่ normal vector ของพืนผิวนีจะเขียนได้ในรูปของ gradient ของ
ฟังกช์นั f นนัเอง

nµ = ∇µf = ∂µf (38)

เงือนไขสาํหรบัการเป็น null surface คือ normal vector ตอ้งเป็น null vector กลา่วคือ
nµn

µ = gµνnµnν = 0. (39)

ซงึคณุสมบตัิสาํคญัอยา่งหนงึทีตามมาคือ เราจะเห็นไดว้า่ normal vector จะกลายเป็น
tengent vector ทีพืนผิวนี

เมือพิจารณา ในกรณีของ Schwarzschild ซงึ f = f(r) จะไดว้า่ เงือนไขของพืนผิว
null ในสมการ (39) จะเขียนไดด้งันี

gµνnµnν = gµν∂µf ∂νf = grr(∂rf)
2 = 0. (40)

ดงันนั เราจะไดว้า่ เงือนไขของการเป็น ขอบฟา้เหตกุารณส์าํหรบั Schwarzschild metric
คือ

grr = 0 ⇒ 1− 2M

r
= 0 ⇒ r = 2M. (41)

จะเห็นไดว้า่ รศัมีนีคือรศัมี Schwarzschild นนัเอง ตอ่ไปเราจะพิจารณา ในกรณีทวัไปที
เกียวขอ้งกบัสมมาตรแกน กลา่วคือ f = f(r, θ) ในกรณีนี เงือนไขดงักลา่วจะเขียนได้
ดงันี

grr(∂rf)
2 + gθθ(∂θf)

2 = 0. (42)
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อยา่งไรก็ตาม เนืองจากวา่ พิกดั r and θ เป็นพิกดัทีเราเลือกขนึมาเองได้ เราสามารถ
เลือกให้ f = f(r) ดงันนั เงือนไขการเป็นขอบฟา้เหตกุารณ์นนัจะเป็นเงือนไขเดียวกนั
กบักรณีของ Schwarzschild กลา่วคือ

grr(∂rf)
2 = 0 ⇒ grr = 0 or grr = ∞. (43)

จะเห็นไดว้า่พืนผิว null เป็นพืนผิวทีเป็นทางเดินของแสง ในอีกแง่มมุหนงึ ถา้แสงอยู่ใน
พืนผิวนี แสงก็จะอยูใ่นพืนผิวนีตอ่ไป นนัคือ แสงไมอ่าจจะหนีออกมาจากพืนผิวแบบนีได้
ยิงไปกวา่นนั จะเห็นไดว้า่ ในกรณีของ Schwarzschild ที r < 2M normal vector กลาย
เป็น timelike vector นนัหมายความเป็นนยัวา่ อนภุาคภายในรศัมีนีจะตอ้งมี world line
ในทิศทีรศัมีนอ้ยลงเสมอ ซงึตรงกบัหลกัการณข์อง ขอบฟา้เหตกุารณที์วา่ พิกดั t และ r
จะสลบัหนา้ทีกนั

5 Stationary limit surface
โดยนิยามแลว้ พืนผิว stationary limit คือ พืนผิวทีทกุอนภุาค รวมถงึแสง นนัไม่สามารถ
อยู่นิงได้ ซงึจะเห็นไดว้า่ ในกรณีของ Schwarzschild นนั พืนผิวนีคือขอบฟา้เหตกุารณ์
นนัเอง อยา่งไรก็ตาม ในกรณีของหลมุดาํหมนุนนั พืนผิวสองอยา่งนีจะแยกออกจากกนั

สาํหรบักรณีของหลมุดาํหมนุ gtϕ ̸= 0 มนับง่บอกวา่ตน้กาํเนิดของกาลอวกาศแบบ
นีกาํลงัหมนุอยู่ อนภุาคทีกาํลงัตกลงไปในกาลอวกาศแบบนีจะโดนผลกัดนัใหเ้คลอืนที
ตามทิศทางการหมนุไปดว้ย ในแง่ของเรขาคณิต กาลอวกาศจะถกูลากไปตามการหมนุ
ดว้ย (อนภุาคเคลอืนทีตามความโคง้ของกาลอวกาศ) ซงึเราเรยีกเหตกุารณเ์ชน่นีวา่ ”drag-
ging of inertial frames” โดยแสดงใหเ้ห็นตามรูป 1

Figure 1: Dragging of inertial frames [2].

โดยทวัไปแลว้ ผลของเหตกุาณนี์จะมีผลนอ้ยมาก แปรผนักบั 1/r3 และทีสาํคญั ผล
ของเหตกุารณนี์ยงัเป็นผลทีใชแ้ยกแยะความแตกตา่งระหวา่ง ทฤษฎีสมัพทัธภาพทวัไป
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กบั ทฤษฎีของนิวตนัดว้ย (ในทฤษฎีของนิวตนั อนภุาคจะเคลือนทีตามแนวรศัมี ไม่วา่
แหลง่กาํเนิดจะหมนุ หรอืไม่หมนุ) จากประเดน็ดงักลา่วนี เราจะบอกได้วา่ ยิงอนภุาค
เขา้ใกลแ้หลง่กาํเนิดทีหมนุมากๆ อนภุาคก็ยิงจะถกูลากใหเ้คลอืนทีตามการหมนุมากขนึ
เรอืยๆ จนถงึคา่รศัมีหนงึทีอนภุาครวมถงึแสงเองก็ไม่สามารถหนีผลจากการลากใหห้มนุ
ตามได้ ซงึรศัมีนี คือ รศัมีของพืนผิว stationary limit นนัเอง เพือใหเ้ขา้ใจชดัเจนยิงขนึ
ลองพิจารณาเสน้ทางเดินของแสง ทีเคลือนทีตามแนว ϕ อยา่งเดียว จะไดว้า่

gtt dt
2 + 2gtϕdt dϕ+ gϕϕdϕ

2 = 0,

gtt dt
2 + 2gtϕ

dϕ

dt
+ gϕϕ

(
dϕ

dt

)2

= 0. (44)

เราสามารถหาความเรว็ในการหมนุของแสงไดคื้อ

dϕ

dt
= − gtϕ

gϕϕ
±

√(
gtϕ
gϕϕ

)2

− gtt
gϕϕ

,

= ω ±
√
ω2 − gtt

gϕϕ
, (45)

โดยที ω คือ ฟังกช์นัทีแทนความเรว็เชิงมมุของกาลอวกาศทีถกูลากจากการหมนุ ในกรณี
ที gtt = 0 เราจะไดว้า่

dϕ

dt
= 0, 2ω. (46)

จากสมการขา้งบน จะเห็นได้วา่ แสงทีสงัเกตุจาก ผู้สงัเกตุทีอนนัต์ทีเคลอืนที ตรงขา้ม
ทิศทางการหมนุ จะมีความเรว็เทา่กบัศนูย์ ณ ตาํแหน่งที gtt = 0 ถา้กรณีที gtt > 0

แสงทีถกูสง่ในทิศทางตรงกนัขา้มกบัการหมนุจะถกูลากให้หมนุไปในทิศทางเดียวกบั
การหมนุ ในแงห่นงึคือ ที gtt = 0 แสงเรมิจะตา้นการลากจากการหมนุไมไ่ดแ้ลว้เป็นทีมา
ของพืนผิว stationary limit นนัเอง ถา้เราพิจารณาอนภุาคมีมวล จะไดว้า่ 4-velocity ของ
อนภุาคนีทีอยูนิ่งจะเขียนไดเ้ป็น

uµ = (ut, 0, 0, 0). (47)
This 4-velocity obeys the constraint

uµu
µ = −1, (48)

gtt (u
t)2 = −1. (49)
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จะเห็นได้วา่ ที gtt > 0 เงือนไขขา้งบนจะไม่เป็นจรงิ นนัหมายความวา่ อนภุาคจะไม่
สามารถอยู่นิงไดน้นัเอง จากทีกลา่วไปก่อนหนา้นี เราสรุปไดว้า่ เงือนไขของพืนผิว sta-
tionary limit คือ

gtt = 0. (50)

สาํหรบั Schwarzschild metric, gtt = 0 จะให้ r = 2M ซงึ เป็นรศัมีของขอบฟา้
เหตกุารณน์นัเอง สาํหรบักรณีของ หลมุดาํหมนุนนั เงือนไขดงักลา่วจะตา่งกนัเนืองจาก
gtϕ ̸= 0 ซงึจะแสดงใหเ้ห็นใน section ตอ่ๆไป

นอกจากพืนผิว stationary limit จะสือถงึพืนผิวที อนภุาคไมส่ามารถอยูนิ่งไดแ้ลว้ ยงั
สือถงึวา่ ความยาวคลืนของแสงทีเดินทางจากพืนผิวนีไปหาผู้สงัเกตุทีอยู่ไกลมากๆจะ
มีคา่เป็นอนนัต์ ดงันนั บางตาํราจะเรยีกพืนผิวนีวา่ พืนผิว infinite red-shift ใน lecture
note นีจะไม่ขอกลา่วถงึในรายละเอียด แต่หลกัการณที์ใชก็้เหมือนกนักบั gravitational
red-shift ทวัไป

6 Boyer-Lindquist coordinates and Kerr solution
ใน section นีเราจะกลบัมาสนใจทีผลเฉลยทีเราได้มาก่อนหนา้นีในสมการ (36) ซงึ
สามารถเขียนใหมเ่พือความสะดวกไดเ้ป็น

ds2 = −
(
1− 2Mr

ρ2

)
dt2 − 4Mar sin2 θ

ρ2
dt dϕ+

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2

+

(
r2 + a2 +

2Mra2 sin2 θ
ρ2

)
sin2 θdϕ2, (51)

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 − 2Mr + a2, (52)
ถงึแมว้า่พิกดั t, r, θ, ϕ จะดเูหมือนพิกดั Schwarzschild แตอ่ยา่งไรก็ตาม มนัไมใ่ช่ จรงิๆ
แลว้มนัคือ พิกดั ”Boyer-Lindquist coordinates” ตามทีได้กลา่วไปก่อนหนา้นี เราจะ
เห็นความแตก่ตา่งนีไดโ้ดยการพิจารณาM → 0 ซงึจะไดว้า่

ds2 = −dt2 + ρ2

r2 + a2
dr2 + ρ2dθ2 + (r2 + a2) sin2 θdϕ2. (53)

จะเห็นไดว้า่ metric ไม่ไดล้ดรูปไปเป็นพิกดัทีสือถงึทรงกลม อยา่งไรก็ตาม เราจะเห็นได้
วา่มนัสือถงึรูปรา่งของทรงรเีมือพิจารณาเฉพาะสว่นของ spatial เพือใหเ้ห็นชดัเจนยิงขนึ
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เราสามารถแปลงพิกดัไปเป็นพิกดั Cartesian ไดด้งันี
x = (r2 + a2)1/2 sin θ cosϕ,
y = (r2 + a2)1/2 sin θ sinϕ,
z = r cos θ. (54)

ความสมัพนัธ์ระหวา่งของพิกดัในกรณีที ϕ = 0 แสดงให้เห็นในรูป 2 โดยความ
สมัพนัธ์แบบเตม็สามารถจินตนาการได้โดยการหมนุทงัรูปรอบแกน z axis เพือให้เห็น
ภาพถงึความเป็นทรงรี เราสามารถหาความสมัพนัธข์องพิกดั r ในรูปของพิกดั x, y, z ได้
ดงันี

x2 + y2

r2 + a2
+
z2

r2
= 1. (55)

ซงึจะเห็นได้วา่มนัเป็นความสมัพนัธ์ของทรงรีตามทีพดูถงึก่อนหนา้นี อยา่งไรก็ตาม ที
r = 0 เรามีความสมัพนัธ์ x2 + y2 = a2 ซงึมลักัษณะเป็นวงกลมรศัมี a ซงึถา้ a = 0

จะลดรูปเป็นทรงกลมปกติทีมีรศัมี r = 0 เพือแสดงให้เห็นชดัเจนมากขนึ เราสามารถ
หาความสมัพนัธที์ไมข่นึกบั พิกดั r ไดด้งันี

x2 + y2

a2 sin2 θ − z2

a2 cos2 θ = 1. (56)

ซงึจะเห็นไดว้า่สมการนีเป็นสมการไฮเปอรโ์บลา ตามทีเห็นไดจ้ากรูป 2 นนัเอง

Figure 2: Structure of Boyer-Lindquist coordinates in ϕ = 0 plane [2].

เมือเราทาํการลดรูปโดย a→ 0 จะไดว้า่ metric จะลดรูปไปเป็น

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2),(57)
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ซงึเป็น Schwarzschild metric ตามทีเราคาดไวน้นัเอง ในมมุนี เราจะเห็นไดว้า่ param-
eter a จะสอืถงึการหมนุของกาลอวกาศนนัเอง เพือทีจะใหเ้ห็นภาพมากขนึ เราสามารถ
จดัรูป metric ใหมโ่ดยให้

Σ = (r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ. (58)
ซงึจะไดว้า่

ds2 = −ρ
2∆

Σ2
dt2 +

Σ2 sin2 θ
ρ2

(dϕ+ ωdt)2 +
ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2, (59)

ω =
2M r a

Σ2
. (60)

จะเห็นไดว้า่ metric ในรูปแบบนี จะใหค้วามสมัพนัธโ์ดยตรง ระหวา่ง parameter a กบั
ความเรม็เชิงมมุของการหมนุของกาลอวกาศ ω ขอ้สงัเกตอีุกประเดน็หนงึคือ Kerr met-
ric จะไม่ขนึกบัพิกดั t and ϕ ซงึนนัหมายความวา่ เรามีสอนปรมิาณอนรุกัษ์ กลา่วคือ
พลงังาน และ โมเมนตมัเชิงมมุ ซงึ parameter a ทีจะสอืถงึโมเมนตมัเชิงมนุ ถา้เราลอง
พิจารณา metric นีใน limit ทีหมนุชา้ (รายละเอียดสามารถดไูดที้หนงัสือ GR ทวัไปหรอื
[3]) เราจะไดว้า่ parameter a สมัพนัธก์บัโมเมนตมัเชิงมมุ ดงันี

a =
J

M
. (61)

7 Kerr black holes
จากการบรรยายก่อนหนา้นีเกียวกบัหลมุดาํ Schwarzschild เราจะเห็นไดว้า่ สงิสาํคญั
อยา่งหนงึในการพิจารณาคณุสมบตัิของหลมุดาํคือ singularity สาํหรบัหลมุดาํ Kerr เรา
สนใจทีจะศกึษาที real singularity ขอบฟา้เหตกุารณ์ และ ผิว stationary limit โดยกรณี
ของ real singularity เราสามารถหาได้โดยหา Kretschmann scalar RµνρσR

µνρσ ใน
ทาํนองเดียวกนักบั ในกรณีของหลมุดาํ Schwarzschild อยา่งไรก็ตาม การคาํนวนนนัมี
ความซบัซอ้นมาก และมนัจะงา่ยกวา่ถา้เราไดเ้รยีนรูวิ้ธีการคาํนวนจากคอมพิวเตอร์

Exercise2 จงหา Kretschmann scalarRµνρσR
µνρσ สาํหรบัผลเฉลย Kerr (ทงันี

ในคาบติว พีนิค ณภทัร จะสอนใหพ้วกเราใชว้ิธีการคาํนวนจากคอมพิวเตอร)์

ทงันี เราจะไดว้า่
RµνρσR

µνρσ ∝ 1

ρ6
(62)
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ดงันนั เราจะไดว้า่ real singularity ของหลมุดาํ Kerr เกิดขนึที
ρ2 = r2 + a2 sin2 θ = 0 (63)

ซงึจะไดว้า่
r = 0, θ =

π

2
. (64)

จากทีเรารูม้าแลว้วา่ในพิกดั Boyer-Lindquist นนัในกรณีนีคือ
z = 0, x2 + y2 = a2. (65)

ดงันนั เราจะเห็นไดว้า่ real singularity นนัจะมีลกัษณะเป็นวงแหวนทรงกลมรศัมี a ซงึ
นีเป็นขอ้แตกตา่งอยา่งมีนยัเมือนเทียบกบัหลมุดาํไม่หมนุอยา่ง หลมุดาํ Schwarzschild
สาํหรบัขอบฟา้เหตกุารณ์นนั เราสามารถหาได้โดยใช้เงือนไขทีกลา่วไปแลว้ก่อนหนา้นี
คือ

grr =
ρ2

∆
= ∞, ⇒ ∆ = r2 − 2Mr + a2 = 0, ⇒ r = r± =M ±

√
M2 − a2.(66)

จากสมการขา้งบน เราจะเห็นไดว้า่ โครงสรา้งของขอบฟา้เหตกุารณส์ามารถแบง่แยกได้
3 กรณี คือ a2 > M2, a2 < M2 และ a2 =M2

สาํหรบักรณีที a2 > M2 จะเห็นได้วา่หลมุดาํจะไมมี่ ขอบฟา้เหตุกาณ์มาปกคลมุ
real singularity เหตกุารณเ์ชน่นนีเราจะเรยีกวา่ naked singularity ซงึถา้เกิดเหตกุารณ์
เช่นนีขนึมาจรงิในธรรมชาติ เราจะพบวา่ ธรรมชาติจะมีความแปลกประหลาดมาก กลา่ว
คือ เราสามารถ เดินไปหา singularity แลว้กลบัออกมาสู่สถานการณ์ปกติได้ ซงึนีจะ
คอ่นขา้งขดัแยง้ในเชิงฟิสกิส์เพราะ เราสามารถใส่เงือนไขเรมิตน้ทีตาํแหน่งทีฟิสกิส์ไม่
สามารถนิยายได้ แลว้สามารถหาผลเฉลยทีเกียวเนืองกบัเงือนไขเรมิตน้นนัได้ อยา่งไร
ก็ตาม ในปี 1969 Roger Penrose ไดเ้สนอสมมตุิฐานทีวา่ หลมุดาํทีเป็น naked singu-
larity นีไม่สามารถเกิดขนึเองไดต้ามธรรมชาติ ทงันี โดยฟิสกิสแ์ลว้ พจนที์เกียวเนืองกบั
parameter a นีจะสือถงึมวลทีใหแ้รงผลกั ซงึโดยทวัไปแลว้จะไมส่ามารถสรา้งโครงสรา้ง
ได้

สาํหรบั กรณีที a2 < M2 นนั เราจะเห็นไดว้า่ มี 2 ขอบฟา้เหตกุารณ์ ขอบนอก และ
ขอบใน โดยทีเราจะเห็นเพียง ขอบฟา้เหตกุารณ์นอกเทา่นนั เนืองจากถา้เราผา่นเขา้ไป
ขา้งในของขอบนอกแลว้เราจะตอ้งเปลียนตาํแหนง่ในกาลอวกาศ โดยที รศัมีนอ้ยลง
เสมอ ในทาํนองเดียวกนักบั หลมุดาํ Schwarzschild อยา่งไรก็ตาม เมือเราผา่นขอบใน
เขา้ไปแลว้ พิกดั t และ r จะเปลียนหนา้ทีกนัอีกรอบ ทาํใหเ้ราตอ้งเคลือนทีไปโดยทีเวลา
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Figure 3: Conformal diagram for Kerr geometry in the case a2 < M2 [1].

เพิมขนึเสมออีกรอบ เราสามรถเลือกไดว้า่ จะเขา้ไป singularity หรอืจะกลบัออกมา ใน
กรณีทีเรากลบัออกมา เราจะผา่นขอบในออกมา แลว้เราจาํเป็นทีจะตอ้ง เปลียนตาํแหน่ง
ในกาลอวกาศ โดยที r เพิมขนึเสมอ จนไปชนกลบั ขอบนอก แลว้หลดุออกมายงั พืนที
แบนราบอีกรอบ อยา่งไรก็ตาม พืนทีนีจะเปรยีบเสมือนเป็นอีกโลกหนงึทีไม่เกียวขอ้งกบั
โลกเดิมของเรา (โลกคู่ขนานหรอืป่าว?) แลว้ถา้เราเดินทางไปกลบัเขา้ไปแลว้ออกมาอีก
รอบก็จะเจอโลกใหม่อีกรอบเรอืยๆ ทงันี เหตกุารณ์ทงัหมดนีสามารถพอธิบายได้จาก
conformal diagram ในรูป 3 โดย conformal diagram คือ spacetime diagram แบบ
หนงึที กรวยแสงโดนตรงึไวที้มมุเดิมตลอด และโครงสรา้งของกาลอวกาศทงัหมดจะถกู
ระบไุวภ้ายใน diagram ทีพืนทีจาํกดั

คาํถามสาํคญัอยา่งหนงึสาํหรบักรณีนีคือ เราสามารถเดินทางทะลผุา่น วงแหวน sin-
gularity ไปบรเิวณที r < 0 ไดห้รอืไม่ โดยทางคณิตศาสตรแ์ลว้ แลว้สามารถ analytic
continuation ในการวิเคราะหแ์ลว้เราจะพบวา่ อนภุาคสามารถเดินทางทะลุผา่นไดจ้รงิ
และยิงไปกวา่นนั เราจะเจอกาลอวกาศแบบราบในบรเิวณนนัดว้ย ซงึหมายความวา่ เรา
จะมีโลกใหมข่า้งในวงแหวน singularity นนัเอง ทงันี พืนทีสว่นนีก็บรรจอุยูใ่น conformal
diagram ตามทีเห็นในรูป 3 สงิสาํคญัอยา่งหนงึ ทีเกิดขนึในวงแหวนนีคือ การมีตวัตนอยู่
ของ ”closed timelike curve” โดยที closed timelike curve นีเป็นเสน้ทางเดินเปิดของ
อนภุาคทีเป็นแบบ timelike ds2 < 0 เพือใหเ้ห็นจดัเจนขนึ พิจารณา ds2 < 0 โดยที r
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และ t เป็นคา่คงที θ = π/2 จะไดว้า่

ds2 =

(
r2 + a2 +

2µa2

r

)
dϕ2. (67)

จะเห็นไดว้า่ ในกรณีที r มีคา่ติดลบนอ้ยๆ ds2 จะมีคา่ติดลบ ดงันนัมนัจงึเป็นเสน้ทาง
แบบ timelike ได้ ในอีกแง่มมุหนงึ เราสามารถเดินทางโดยเปลยีนตาํแหน่งแค่พิกดั ϕ

รอบๆแกน z โดยที t คงที ซงึนนัหมายความเรา เราจะกลบัมาเจอตวัเราเองอีกรอบที
เวลาเดิม (เรามีเราสองคน) ซงึถา้เราตดัสนิใจฆา่ตวัเราเอง มนัก็จะเกิดปัญหาทีวา่ จะมี
เราทีมาฆา่ตวัเราเองไดอ้ยา่งไร โดยสรุป การมีอยู่ของ closed timelike curve จะทาํให้
เกิดการละเมิดความเป็นเหตเุป็นผล (causality) อยา่งไรก็ตาม วิธีการ analytic continu-
ation อาจจะเป็นวิธีการทางคณิตศาสตรที์ไม่ใหค้วามหมายเชิงฟิสกิสก็์เป็นได้ ทงันี การ
ยบุตวัจรงิๆเนืองจากความโนม้ถ่วงก็ไมน่่าจะใหผ้ลทีละเมิดหลกัเหตแุละผลได้

สาํหรบัในกรณีหลมุดาํ extremal Kerr (a2 =M2) ทงัสองขอบจะรวบตวักนัเป็นขอบ
เดียวที r = M ในกรณีนีจะคอ่นขา้งพบทวัไปในธรรมชาติ กลา่วคือ มวลทีตกลงไปใน
หลมุดาํหมนุนนัจะหมนุรอบๆหลมุดาํก่อนจะตกลงไปและรวมกนัเป็นจานพอก ลกัษณะ
เช่นนี จะเสรมิทาํใหห้ลมุดาํมี โมเมนตมัเชิงมมุเพิมขนึ และคอ่ยๆเทา่กนักบัคา่วิกฤต ซงึ
เมือคาํนวนโดยละเอียดแลว้จะพบวา่คา่จะไปจบทีประมาณ a ∼ 0.998M [2]

เพือใหเ้ห็นรูปรา่งหนา้ตาของขอบฟา้เหตกุารณ์ เราจะให้ t = constant and r = r±,
และนนัจะทาํใหไ้ด้ ds2 ดงันี

dσ2 = ρ2±dθ
2 +

(
2µr±
ρ±

)2

sin2 θ dϕ2. (68)

โดยการยดัพืนผิว 2 มิตินนีเขา้ไปใน 3 มิติ Euclidean space จะไดว้า่รูปรา่งหนา้ตาจะ
เป็นทรงรทีีแกน z จะถกูทาํใหแ้บนมากกวา่ (ลกูบอลโดนกดในแนวตงั)

ถดัจากนี เราจะมาพิจารณาพืนผิว stationary limit โดยเงือนไขสาํหรบัพืนผิวนีคือ
gtt = 0 ซงึจะเงือนไขอยา่งชดัแจง้ดงันี

1− 2Mr

ρ2
=
r2 + a2 cos2 θ − 2Mr

ρ2
= 0, ⇒ r = rs± =M ±

√
M2 − a2 cos2 θ(69)

จะเห็นไดว้า่ ลกัษณะของพืนผิวจะคลา้ยกนักบัขอบฟา้เหตกุารณ์ โดยจะมีฟังกช์นั cos2 θ
คณูอยู่ทีพจน์ a2 เพิมเขา้มา ดงันนั ที θ = 0, π รศัมีของทงัสองพืนผิวจะรวมตวักนั และ
แยกกนัที คา่อืนๆของมมุ θ ตามทีเห็นในรูป 4 นอกจากนนัแลว้เรายงัพบวา่ ผิวนอกของ
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พืนผิว stationary limit จะใหญ่กวา่ ผิวนอกของขอบฟา้เหตกุารณ์ และ ผิวนอกของพืนผิว
stationary limit จะเลก็กวา่ ผิวในของขอบฟา้เหตกุารณ์ ที θ = π/2 ผิวในจะมีตาํแหนง่
เดียวกนักบัวงแหวน real singularity ตามทีเห็นไดจ้ากรูป 4.

Figure 4: The structure of all event horizons and stationary limit surfaces includ-
ing the singularity ring [2].

จากรูปนี เราจะเห็นไดว้า่ มนัมีพืนทีระหวา่ง ผิวนอกของทงัสองพืนผิว (พืนทีทีแรเงา)
เรยีกวา่ ”ergoregion” สาํหรบัหลมุดาํ Schwarzschild นนัจะไมมี่พืนทีสว่นนีเพราะทงั
สองพืนผิวจะทบักนั สงิสาํคญัอยา่งหนงึสาํหรบัพืนทีบรเิวณนีคือ อนภุาคยงัสามารถ
เคลือนทีหนีออกมาจากแรงโนม้ถ่วงของหลมุดาํได้ เพียงแต่วา่จะตอ้งหมนุออกมาเทา่
นน้ เมือพิจารณา four-velocity ของอนภุาคโดยทีให้ r และ θ เป็นคา่คงที ในบรเิวณ er-
goregion เราจะไดว้า่

uµ =
dxµ

dτ
=

(
dt

dτ
, 0, 0,

dϕ

dτ

)
= ut

(
1, 0, 0,

dϕ

dt

)
= ut (1, 0, 0,Ω) (70)

ซงึ four-velocity จะเป็นไปตามเงือนไข
uµu

µ = gµνu
µuν =

(
ut
)2 (

gtt + 2gtϕΩ + gϕϕΩ
2
)
= −1 (71)

เมือ ut เป็นปรมิาณทางฟิสกิส์ จะไดว้า่
gtt + 2gtϕΩ + gϕϕΩ

2 < 0. (72)

เมือหาผลเฉลยสาํหรบั Ω ของอสมการนี เราจะไดว้า่
Ω− < Ω < Ω+, (73)
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โดยที

Ω± = − gtϕ
gϕϕ

±

√(
gtϕ
gϕϕ

)2

− gtt
gϕϕ

= ω ±
√
ω2 − gtt

gϕϕ
. (74)

เมือเราปลอ่ยให้อนภุาคตกลงไปในแนวรศัมีทีตาํแหน่ง r = rs+ ซงึ gtt = 0 จะได้วา่
Ω = 0 และเมืออนภุาคตกลงไปในบรเิวณ ergoregion ซงึ gtt > 0 ความเรว็เชิงมมุของ
อนภุาคจะเพิมขนึเรอืยๆในขณะทีตกลงไป r และยิงไปกวา่นนั เราจะพบวา่ อนภุาคจะมี
ความเรว็เชิงมมุมากสดุเมือ(

gtϕ
gϕϕ

)2

− gtt
gϕϕ

,= 0 ⇒ g2tϕ − gttgϕϕ = 0. (75)

โดยการหาผลเฉลยของสมการนี เราจะพบวา่r = r+ นนัคือ อนภุาคจะมีความเรว็เชิงมมุ
สงูสดุที ขอบฟา้เหตกุารณพ์อดี และเมือแทนคา่ลงไปในสมการ (74) เราจะไดว้า่ความเรว็
สงูสดุของอนภุาคคือ

ΩH ≡ ω(r+) =
a

r2+ + a2
=

a

2Mr+
. (76)

จะเห็นไดว้า่ ความเรว็คา่นีจะไมข่นึอยูก่บัคณุสมบตัิของอนภุาคเลย แตจ่ะขนึอยูก่บั มวล
และ โมเมนตมัเชิงมมุของหลมุดาํเทา่นนั โดยทวัไปแลว้ เราสามารถมองวา่ ความเรว็
เชิงมมุคา่นีเป็นคณุสมบตัิของหลมุดาํ และบางทีจะเรยีกวา่ ความเรว็เชิงมมุของหลมุดาํ
(แตจ่รงิๆแลว้เป็นความเรว็เชิงมมุของอนภุาค)
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