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Linearized Gravity

• เราสามารถเขียนแยกเมตริกเทนเซอร์ 𝑔!" = 𝜂!" + ℎ!" และ 𝑔!" = 𝜂!" − ℎ!" สาํหรับการ
ประมาณในกรณีที=ความโน้มถ่วงที=ไมเ่ข้มมาก

• เมื=อ 𝜂!" = (−1,1,1,1) เป็นเมตริกเทนเซอร์ในกาลอวกาศ และ ℎ!" คือปริมาณเทนเซอร์ที=มีคา่น้อยๆ 

ℎ!" ≪ 1 ที=มีสมบติัคล้ายเมตริกเทนเซอร์ หรือเราสามารถพิจารณาให้เป็นสนามสปิน 2 ที=แพร่กระจายใน 
กาลอวกาศพื Kนหลงัแบบแบน (Minkowski) 
• สมบติัการแปลงของ ℎ!" ภายใต้กาลอวกาศพื Kนหลงัแบบแบนสามารถเขียนให้ได้วา่

ℎ!" = Λ #
! Λ $

" ℎ#$(Λ%&𝑥)
• การยกขึ Kนและยกลงของ spacetime indices สามารถที=ได้ด้วยโดย 𝜂!" เชน่

ℎ!" = 𝜂!#𝜂"$ℎ#$ , ℎ!" = 𝜂!#𝜂"$ℎ#$



• โดยทั=วไปแล้วการก่อกวนในทาง GR นั Kนสามารถทําได้โดย พิจารณาให้กาลอวกาศพื Kนหลงัเป็นแบบโค้งได้ด้วย

ซึ=งสามารถเขียนได้วา่ 𝑔!" = 𝑔!"
(() + .𝑔!" เมื=อ 𝑔!"

(()
คือเมตริกเทนเซอร์ของกาลอวกาศโค้งใดๆ และเรา

จะกลบัมาพิจารณาในกรณีของจกัรวาลวทิยา

• ตอ่ไปเราจะหาสมการการเคลื=อนที= (สมการไอน์สไตน์) ที=สอดคล้องกบั ℎ!"
• เราเริ=มที= Christoffel symbol โดยที=จะเก็บเทอมที= ℎ!" กําลงัหนึ=งไว้เทา่นั Kน (Linear or first 

order) เราจะได้วา่

• ตอ่ไปเราจะคํานวณ Riemann tensor โดยเราจะตดัเทอมที=เป็นผลคณูของ Christoffel symbol
ได้เนื=องจาก ΓΓ ~ℎ*



• Ricci tensor สามารถเขียนได้วา่

• เมื=อ

• Ricci scalar คือ 

• สดุท้ายคือ Einstein tensor



Gauge invariant of the small pertuerbation ℎ!"
• ในที=นี Kเราจะมาพิจารณาวา่ด้วยเงื=อนไขการแปลงของ ℎ!" ที=ทําให้ไมเ่ปลี=ยนแปลงเมื=อทําการเปลี=ยน 

coordinate จาก background spacetime and perturbed spacetime โดยเราจะเรียก
ตวัเลอืกในการแปลง coordinate วา่ gauge choice หรือ gauge transformation

• พิจารณาการแปลง 𝑥! → .𝑥! = 𝑥! + 𝜉!(𝑥!) เมื=อ 𝜉! คือ four-vector ใดๆ เราจะได้วา่ 

𝑑𝑥! = 𝜂"
! − 𝜕"𝜉! 𝑑 .𝑥" เมื=อแทนคา่ลงใน line element 𝑑𝑠* = 𝑔!"𝑑𝑥!𝑑𝑥" และเรา

จะได้วา่ .𝑔!" = .𝜂!" + 6ℎ!" = 𝜂!" + ℎ!" − 𝜕!𝜂"+𝜉+ − 𝜕"𝜂!+𝜉+ + 𝑂 𝜉*



• เมื=อเก็บเฉพาะ เราจะได้การแปลงของ ℎ!" ได้เป็น 6ℎ!" = ℎ!" − 𝜕!𝜉" − 𝜕"𝜉! ; 𝜉! =
𝜂!"𝜉"

• เมื=อเราสงัเกตการแปลงของ ℎ!" ข้างบนจะพบวา่มีความคล้ายคลงึกบัการการแปลงของ gauge field 
𝐴! → :𝐴! = 𝐴! − 𝜕!𝜒 โดยการแปลง ℎ!" เป็นเหมือนการขยายจากแปลง gauge field ซึ=ง

จะทําให้ 6𝐹!" = 𝐹!" ; 𝐹!" = 𝜕!𝐴" − 𝜕"𝐴!

• ด้วยการแปลงเกจ ℎ!" เราจะพบวา่ 6𝑅!"#$ = 𝑅!"#$ ภายใต้ first order linearized 
gravity

Gauge invariant of the small pertuerbation ℎ!"



Cosmological Perturbation: Flat (conformal) FRW
• ตอ่ไปเราจะพิจารณาการก่อกวนที=มีกาลอวกาศพื Kนหลงัเป็นแบบโค้ง ซึ=งจะเป็นประโยชน์ตอ่การศกึษาการก่อกวนเชิง

จกัรวาล (Cosmological Perturbation) ที=มี FRW เป็นพื Kนหลงั

• เราจะกําหนดการศกึษาของเราเพียงแคส่ว่นที=เป็น geometry ในสมการไอน์สไตน์เทา่นั Kน

• เริ=มต้นที=พิจารณาการก่อกวนเมตริกเทนเซอร์ 𝑔!"(𝑡, 𝐱) = ‾𝑔!" + 𝛿𝑔!"(𝑡, 𝐱) เมื=อ ‾𝑔!" คือเมตริกเทน
เซอร์ของกาลอวกาศพื Kนหลงั

• ตอ่ไปเราจะพิจารณา perturbed flat (conformal) FRW line element ดงันี K

d𝑠2 = 𝑎2(𝜏) −(1 + 2𝐴)d𝜏2 + 2𝐵𝑖 d𝑥𝑖 d𝜏 + 𝛿𝑖𝑗 + 2𝐸𝑖𝑗 d𝑥𝑖 d𝑥/

• โดย flat (conformal) FRW line element คือ d𝑠2 = 𝑎2(𝜏) −d𝜏* ++𝛿0/d𝑥𝑖 d𝑥/



Scalar-Vector-Tensor decomposition
• จาก d𝑠* = 𝑎*(𝜏) −(1 + 2𝐴)d𝜏* + 2𝐵0 d𝑥0 d𝜏 + 𝛿0/ + 2𝐸0/ d𝑥0 d𝑥/

เราสามารถเขียนได้วา่ 𝑑𝑠* = 𝑎* 𝜏 𝜂!" + ℎ!" 𝑑𝑥!𝑑𝑥" และ

ℎ!" ≡
−2𝐴 𝐵0
𝐵0 2𝐸0/

• 𝐵0 = 𝜕0𝐵 + I𝐵0 , ∂𝑖�̂�𝑖 = 0 ,
• 𝐸0/ = 𝐶𝛿0/ + ∂⟨0 ∂/⟩𝐸 + ∂(0�̂�/) + �̂�0/ ,

• ∂⟨0 ∂/⟩𝐸 ≡ ∂0 ∂/ −
&
3
𝛿0/∇* 𝐸 , ∂(0�̂�/) ≡

&
*
∂0�̂�/ + ∂/�̂�0 , ∂0�̂�0 = 0 , ∂0�̂�0/ = 0 ,

�̂�00 = 0



• เราจะสามารถเรียกการแยกองค์ประกอบของ ℎ!" วา่เป็น Scalar-Vector-Tensor 
decomposition ดงันี K

• สเกลาร์: 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐸, 4 dof,
• เวกเตอร์: �̂�0 , �̂�0, (3-1)+(3-1) = 4 dof,
• เทนเซอร์: �̂�0/ , 6-1-3= 2 dof
• ดงันั Kนเราจะมี dof ของ ℎ!" ทั Kงหมด 4 + 4 + 2 = 10 dof
• เราจะเห็นได้วา่การแยกของ ℎ!" แบบ SVT จะไมเ่กิดการผสมกนัและสามารถพิจารณาแตล่ะตวัได้อยา่ง

อิสระจากกนั

Scalar-Vector-Tensor decomposition



Gauge choice in SVT decomposition
• จากที=ได้กลา่วไปแล้ววา่เราสามารถเลอืก gauge choice ของการแปลงระหวา่ง coordinate ที=ทําให้ ℎ!"

ไมเ่ปลี=ยนแปลงหรือเหมือนเดิม ด้วย 𝑥! → 𝑥! + 𝜉! 𝑥! , ℎ!" → ℎ!" − 𝜕!𝜉" − 𝜕"𝜉!

• ดงันั Kนเราสามารถกําหนดการแปลง coordinate ได้วา่ 𝑥!(𝑞) ↦ �̃�!(𝑞) ≡ 𝑥!(𝑞) + 𝜉!(𝑞), เมื=อ 
𝜉( ≡ 𝑇 , 𝜉0≡ 𝐿0 = ∂0𝐿 + �̂�0 ที=จดุ 𝑞 ที=เหมือนกนัในทั Kงสอง coordinate 

• นั=นคือ d𝑠* = 𝑔!"(𝑥)d𝑥!d𝑥" = �̃�+4(�̃�)d�̃�+d�̃�4 และ  𝑔!"(𝑥) =
57̃!

57"
57̃#

57$
�̃�+4(�̃�)

และ

∂�̃�+

∂𝑥!
= ∂�̃�/ ∂𝜏 ∂�̃�/ ∂𝑥0

∂�̃�0/ ∂𝜏 ∂�̃�0/ ∂𝑥/
=

1 + 𝑇8 ∂0𝑇
𝐿08 𝛿/0 + ∂/𝐿0



Gauge choice in SVT decomposition

• ด้วยเหตนีุ Kเราสามารถหารูปแบบของ gauge transformation ของ SVT decomposition 
ได้วา่

• 𝐴 ↦ 𝐴 − 𝑇8 −ℋ𝒯,
• 𝐵 ↦ 𝐵 + 𝑇 − 𝐿8, �̂�0 ↦ �̂�0 − �̂�08 , 

• 𝐶 ↦ 𝐶 −ℋ𝒯 − &
3
∇*𝐿,

• 𝐸 ↦ 𝐸 − 𝐿,  �̂�0 ↦ �̂�0 − �̂�0 , �̂�0/ ↦ �̂�0/



Bardeen variables 
• เพื$อเป็นการกําจดัปัญหาเกี$ยวกบั gauge transformation ของ SVT variables เราสามารถเขียนตวัแปรชดุใหมที่$

เกิดจากการรวมตวักนัของ SVT variables ดงันี D

• Ψ ≡ 𝐴 +ℋ 𝐵 − 𝐸! + 𝐵 − 𝐸! !, 
• Φ̂" ≡ �̂�" − �̂�"!,
• Φ ≡ −𝐶 + #

$
∇%𝐸 −ℋ 𝐵 − 𝐸! ,

• �̂�"&,

• เราเรียกชดุตวัแปรดงักลา่ววา่ Bardeen variables เพื$อเป็นเกียรตแิด ่James M. Bardeen ผู้คดิค้น ซึ$งสามารถ
เขียนได้ดงัตอ่ไปนี D

• และเราสามารถตรวจสอบได้วา่ Bardeen variables นั$นเป็นอิสระจากแปลงเกจนั$นคือ  Ψ → Ψ′, Φ̂" →
Φ̂′" , Φ → Φ′ หรือเรียกวา่เป็น gauge invariant variables under linear perturbation

James Maxwell Bardeen (May 9, 1939 – June 20, 2022)



Gauge fixing

• ในหวัข้อนี Dเราจะพิจารณา gauge choices ตา่งๆที$ใช้ใน cosmological perturbation

• Newtonian (longitudinal) gauge: 𝐵 = 𝐸 = 0
d𝑠% = 𝑎%(𝜏) −(1 + 2Ψ)d𝜏% + (1 − 2Φ)𝛿𝑖𝑗 d𝑥𝑖 d𝑥& , 𝐴 ≡ Ψ, 𝐶 ≡ −Φ
• Line element เป็นเมตริกแนวทแยงซึ$งจะช่วยให้การคํานวณงา่ยขึ Dนมาก

• เหมาะสําหรับใช้ในการศกึษา structure formation
• สามารถ reproduce ความโน้มถ่วงใน Newtonian limit และ Ψ คือศกัย์โน้มถ่วง

• hypersurfaces of constant time are orthogonal to the worldlines of observers 
at rest in the coordinates (since B = 0) and the induced geometry of the 
constant-time hypersurfaces is isotropic (since E = 0). 



• Spatially flat gauge: 𝐶 = 𝐸 = 0 (space unpertubed)
d𝑠* = 𝑎*(𝜏) −(1 + 2𝐴)d𝜏* + 2𝐵0 d𝑥0 d𝜏 + 𝛿0/d𝑥0 d𝑥/

• เหมาะสมสาํหรับในการใช้ศกึษาการ quantum flutuation ของ inflaton field

• Synchronous gauge: 𝐴 = 𝐵 = 0 (time unperturbed)
d𝑠* = 𝑎*(𝜏) −d𝜏* + 𝛿0/ + 2𝐸0/ d𝑥0 d𝑥/

• เป็นเกจแรกที=ใช้สาํหรับ cosmological perturbation ที=มีบทบาทตอ่การศกึษา Cosmic
Microwave Background (CMB)
• แตเ่กจดงักลา่วนี Kยงัมีปัญหาบางอยา่งที=ทําให้เกิด unphysical modes และเราจําเป็นต้องทําการ

fix gauge เพิ=มเติม


