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Trace reverse tensor
• เราเริ%มต้นที%ผลลพัท์ของไอน์สไตน์เทนเซอร์ที% first order of ℎ!"
𝐺"# = −

1
2
∂" ∂#ℎ + □ℎ"# − ∂" ∂$ℎ#$ − ∂# ∂$ℎ"$ − 𝜂"#□ℎ + 𝜂"# ∂! ∂$ℎ!$

• ตอ่ไปเราจะแนะนําตวัแปรใหมที่%เรียกวา่ Trace reverse ดงันี D 

ℎ̃!" ≡ ℎ!" −
1
2𝜂!"ℎ, ℎ!" = ℎ̃!" −

1
2𝜂!"ℎ̃ , ℎ̃ ≡ ℎ̃!

! = −ℎ

• เราจะเขียนไอน์สไตน์เทนเซอร์ให้อยูใ่นรูป

𝐺"# = −
1
2
□ℎ̃"# + 𝜂"# ∂! ∂$ℎ̃!$ − ∂" ∂$ℎ̃#$ − ∂# ∂$ℎ̃"$



• นอกจากนี 'เราสามารถกําหนดการแปลงเกจ !ℎ!" ที6เรียกวา่ Lorenz gauge ดงันี '

∂# !ℎ
#$ = 0

• เมื6อเราใช้การแปลง ℎ(&'() !" = ℎ(*+,) !" − 𝜕!𝜉" − 𝜕"𝜉! ใน ℎ̃!" ≡ ℎ!" −
-
.
𝜂!"ℎ

จะได้

ℎ̃(&'()
"# = ℎ̃ *+,

"# − ∂"𝜉# − ∂#𝜉" + 𝜂"# ∂!𝜉!

• เมื6อเราหาอนพุนัธ์เทียบกบั 𝜕# กบัสมการข้างบนจะได้วา่ 

𝜕#ℎ̃(&'()
"# = 𝜕#ℎ̃ *+,

"# − □𝜉"

• เพื6อที6จะทําให้ 𝜕#ℎ̃(&'()
"# = 𝜕#ℎ̃ *+,

"#
สามารถทําได้โดยการเพิ6ม Harmonic gauge □ 𝜉" = 0

Lorenz and harmonic gauge



GWs equation and Transverse Traceless (TT) gauge 

• เมื6อเราใช้ Lorenz gauge ในสมการไอน์สไตน์ในสญุญากาศเราพบวา่

□ℎ̃!" = 0

• การเลอืกเกจสดุท้ายสาํหรับ transverse massless GWs คือ TT gauge ดงันี '

ℎ/0 = 0, ℎ0 0= 0, ∂1ℎ01 = 0

• DOF ของ ℎ̃!" จะลดลงเหลอื 10 - 4 - 1 – 3 = 2



Plane wave soloution

• ผลเฉลยจาก □ℎ̃!" = 0 สามารถเขียนให้อยูใ่นรูป ℎ̃!" = 𝐴!"𝑒02!3
! = 𝐴!"𝑒02"3

"𝑒4056

• เมื6อ 𝐴!" คือ polarization tensor และ four-momentum คือ 𝑘! = (𝜔, 𝐤)

• 𝑘! คือ null vector สอดคล้องกบั □ℎ̃!" = 𝜂#$ ∂# ∂$ℎ̃!" = −𝑘$𝑘$ℎ̃!" = 0, ⟶
𝑘$𝑘$ = 0

• เมื6อเราพิจารณาให้ GWs เคลื6อนที6ในแนวแกน z เราจะสามารถเขียน four-momentum ได้วา่
𝑘! = 𝜔, 0,0, 𝑘7 = (𝜔, 0,0, 𝜔)



Polarization DOF
• เมื6อเรากําหนดให้ GWs เคลื6อนที6ในแนวแกน z แล้ว เงื6อนไข 𝐴70 = 0 จะเป็นจริงเนื6องจาก TT 

gauge ดงันี '

𝐴/0 = 0, 𝐴00 = 0, 𝑘1𝐴01 = 0

• ดงันั 'นจะมีสมาชิกของเมตริกซ์ polarization tensor เหลอื 𝐴--, 𝐴-., 𝐴.-, 𝐴.. เราจะได้วา่ 
𝐴-- = −𝐴.. ≡ ℎ8 และ 𝐴-. = 𝐴.- ≡ ℎ×

• เมื6อ ℎ8 และ ℎ× จะถกูเรียกวา่ plus และ cross components ตามลําดบั

• เราสามารถเขียนเมตริกซ์ของ GWs polarization ภายใต้ TT gauge ได้วา่



ตารางเปรียบเทียบระหวา่ง GW and EM wave



The propagation of GWs
• เพื6อที6จะศกึษาการเคลื6อนของ GWs นั 'นเราจะเริ6มต้นจากการพิจารณาสมการ geodesic deviation

ของ test particle ที6มีความเร็ว 𝑣! ดงันี '
𝐷.𝑣!

𝑑𝜏
= 𝜂!:𝑅:"#$𝑢"𝑢# 𝑣$

• เมื6อ 𝑢! = (1,0,0,0) และเราจะพิจารณา test particle เคลื6อนที6ช้าๆ ดงันั 'น

𝐷.𝑣0

𝑑𝜏
= 𝑅 //1

0 𝑣1 =
1
2
𝑑.ℎ01;;

𝑑𝑡
𝑣1

• เราสามารถตีความใน Newtonian limit ได้วา่

𝐹0 ≡
1
2
𝑑.ℎ01<<

𝑑𝑡.
𝑣1

• เมื6อ 𝐹0 คือแรงตอ่มวลของ test particle



Plus polarization:ℎ! ≠ 0 and ℎ× = 0
• ในกรณีนี 'เราจะได้วา่

𝑑.𝑣3

𝑑𝑡.
=
𝑣3

2
𝑑.
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! ,
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𝑑𝑡.
= −

𝑣=

2
𝑑.

𝑑𝑡.
ℎ8𝑒02!3

!

• ผลเฉลยของสมการข้างบนคือ

𝑣3 = 𝑣/3 +
1
2
ℎ8𝑒02!3

!𝑣/3 𝑣= = 𝑣/
= −

1
2
ℎ8𝑒02!3
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=



Cross polarization:ℎ! = 0 and ℎ× ≠ 0

• สาํหรับกรณีนี 'เราจะได้ผลเฉลยที6วา่

𝑣3 = 𝑣/3 +
1
2
ℎ×𝑒02!3

!𝑣/
= , 𝑣= = 𝑣/

= +
1
2
ℎ×𝑒02!3

!𝑣/3



ตารางเปรียบเทียบ polarization ระหวา่ง GW and EM 


