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1 Gravitational solution with source
ก่อนหนา้นนั พีจ๊อด ไดบ้รรยายใหพ้วกเราไดรู้เ้กียวกบัวิธีการหาผลเฉลยของ hµν ในสญู
ญากาศ ซงึผลเฉลยนนัก็คือผลเฉลยคลืนโนม้ถ่วงนนัเอง อยา่งไรก็ตาม ถา้เราอยากรูว้า่
คลืนความโนม้ถ่วงนนัเกิดขนึไดอ้ยา่งไร เราจะเป็นจะตอ้งแกส้มการโดยทีมีแหลง่กาํเนิด
ดว้ย (ไมใ่ช่ในสญูญากาศ) ใน section นีเราจะได้เรยีนรูว้ิธีการหาผลเฉลยนนั รวมถงึ
เรยีนรูว้า่ แหลง่กาํเนิดของ คลืนความโนม้ถ่วงนนัจะตอ้งมีคณุสมบตัิอยา่งไร และรวมไป
ถงึจะวดัคลนืความโนม้ถ่วงไดอ้ยา่งไรบา้ง

เราจะเรมิตน้โดยการพิจารณา สมการคลืนโดยทีมีแหลง่กาํเนิดทวัๆไปดว้ย คือ
2xh̄

µν = 2κT µν , (1)
โดยที h̄µν คือ trace reverse ของ hµν , h̄µν = hµν − 1/2hηµν เราจะเลือกใช้ Lorentz
gauge ซงึมีเงือนไขดงันี

∂µh̄
µν = 0.

จะเห็นไดว้า่ สมการเชิงอนพุนัธนี์เป็นสมการแบบ inhomogeneous ซงึจะมีหลากหลาย
วิธีทีใชค้าํนวน เพือความสะดวก ณ ทีนี เราจะแกส้มการโดยใช้ Green’s function โดย
ทวัไปแลว้ เราจะหา Green’s function ทีสอดคลอ้งกบัสมการการเคลือนทีของเราก่อน
ซงึจะงา่ยกวา่หาผลเฉลยโดยตรง หลงัจากนนัเราจะใช้ Green’s function ในการหาผล
เฉลยของเราตอ่ไป และโดยทวัไปแลว้ สาํหรบัสมการทีไมมี่ความซบัซอ้นมากนกั มนัจะ
มี Green’s function ทีสอดคลอ้งกบัสมการอยู่แลว้ โดยสรุปแลว้ Green’s function จะ
สอดคลอ้งกบัสมการการเคลอืนทีของมนั ดงันี

2xG(xρ − yρ) = δ(4)(xρ − yρ), (2)
โดยทีพิกดั xµ จะระบถุงึตาํแหนง่ของคลนืความโนม้ถ่วงทีเราสนใจ และ้ พิกดั yµ จะระบุ
ตาํแหน่งของแหลง่กาํเนิด ผลเฉลยของ h̄µν จะเขียนให้อยู่ในรูปของ integration ของ
Green’s function ดงันี

h̄µν = 2κ

∫
d4y T µν(y)G(xρ − yρ). (3)

เราจะเห็นไดว้า่ ผลเฉลยนนัจะขนึอยู่กบั แหลง่กาํเนิดและ รูปรา่งหนา้ตาของ Green’s
function ซงึเราสามารถเช็คไดว้า่ สมการดงักลา่วเป็นผลเฉลยของสมการ (1) จรงิ โดย
การ ดาํเนินการ 2ทีผลเฉลย ดงันี

2h̄µν = 2κ

∫
d4y T µν(y)δ(4)(xρ − yρ),

= 2κT µν(x),
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อยา่งทีบอกไปก่อนหนา้นี สว่นมากเราจะรูว้า่ Green’s function มีรูปรา่งหนา้ตาแบบ
ไหนอยู่แลว้ ถา้สมการไม่ยากมาก ในกรณีนี Green’s function ทีสอดคลอ้งกบัสมการ
(2) จะเป็น

G(xρ − yρ) =
δ(x0 − y0 − |x⃗− y⃗|)Θ(x0 − y0)

4π|x⃗− y⃗|
, (4)

โดยที Θ(x0 − y0) ใส่เขา้มาเพือบง่บอกวา่ผลของสนามจะตอ้งเกิดหลงัจากมีแหลง่
กาํเนิดแลว้ เมือแทนคา่ (4) ลงในสมการ (3) เราจะได้

h̄µν = 2κ

∫
d4y

T µν(y0, y⃗)δ(x0 − y0 − |x⃗− y⃗|)Θ(x0 − y0)

4π|x⃗− y⃗|
,

=
κ

2π

∫
d3y⃗

T µν(tr, y⃗)

|x⃗− y⃗|
, (5)

โดยที tr ≡ t− |x⃗− y⃗| ระบถุงึ retarded time จากผลเฉลยนี เราจะเห็นไดว้า่ สนามโนม้
ถ่วงของ h̄µν ทีตาํแหน่ง x⃗ และเวลา t สามารถหาไดจ้ากการ หาปรพินัธ์ ของแหลง่กาํเนิด
ทีเวลา retarded time tr ≡ t− |x⃗− y⃗| ซงึเป็นเวลาก่อนหนา้นี อยา่งทีกลา่วไปก่อนหนา้
นี ผลเฉลยคลืนทีได้นนัจะตอ้งสอดคลอ้งกบัเงือนไขจาก Lorentz gauge ∂µh̄

µν = 0

ซงึจะสือถงึการอนรุกัษ์ของ energy momentum tensor ∂µT µν = 0 จะเห็นได้วา่ ถา้
เรารูว้า่แหลง่กาํเนิดมีรูปรา่งหนา้ตายงัไง โดยหลกัการแลว้เราก็สามารถหาผลเฉลยได้
จากสมการขา้งบน อยา่งไรก็ตาม การวิเคราะห์เชิงคณุภาพนนัจะยงัคงทาํได้ยาก เพือ
ความสะดวกในการวิเคราะห์ เราจะใช้สมมตุิฐานทีวา่ แหลง่กาํเนิดอยู่ไกลมากๆ กลา่ว
คือ |x⃗| ≫ |y⃗| จากสมมตุิฐานนี เราสามารถ ใชก้ารกระจาย Taylor ไดซ้งึนนัจะนาํไปสูถ่งึ
การระบคุณุลกัษณะของแหลง่กาํเนิดผา่น multipole moments ดงันี

1

|x⃗− y⃗|
=

1

|x⃗|
+

∂

∂yi
1

|x⃗− y⃗|

∣∣∣∣∣
y⃗=0

(
yi
)
+

1

2!

∂2

∂yi∂yj
1

|x⃗− y⃗|

∣∣∣∣∣
y⃗=0

(
yiyj

)
+ . . . . (6)
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เมือพิจารณาเฉพาะลาํดบัแรกของการกระจาย จะไดว้า่
∂

∂yi
1

|x⃗− y⃗|

∣∣∣∣∣
y⃗=0

(
yi
)

=
∂

∂yi
1(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2
)1/2

∣∣∣∣∣
y⃗=0

(
yi
)
,

= −1

2

2 (xi − yi) (−1)

|x⃗− y⃗|3

∣∣∣∣∣
y⃗=0

(
yi
)
,

=
(xi − yi)

|x⃗− y⃗|3

∣∣∣∣∣
y⃗=0

yi,

=
xi

|x⃗|3
yi. (7)

และเมือพิจารณาถงึลาํดบัทีสอง จะไดว้า่
1

2!

(
∂2

∂yj∂yi
1

|x⃗− y⃗|

) ∣∣∣∣∣
y⃗=0

yiyj =
1

2!

(
∂

∂yj
(xi − yi)

|x⃗− y⃗|3

) ∣∣∣∣∣
y⃗=0

yiyj,

=
1

2!

 ∂

∂yj
(xi − yi)(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2
) 3

2

∣∣∣∣∣
y⃗=0

yiyj,

=
1

2!

(
−3

2

(xi − yi)

|x⃗− y⃗|5
2 (xj − yj) (−1)− δij

|x⃗− y⃗|3

) ∣∣∣∣∣
y⃗=0

yiyj,

=
1

2!

(
3xixj

|x⃗|5
− δij

|x⃗|3

)
yiyj. (8)

แทนคา่ลงไปในสมการผลเฉลยจะไดว้า่

h̄µν =
κ

2π

[
1

r

∫
T µν(tr, y⃗)d

3y +
xi

r3

∫
T µν(ctr, y⃗)y

id3y

+
(3xixj − δijr

2)

2r5

∫
T µν(tr, y⃗)y

iyjd3y + . . .

]
. (9)

จากสมการขา้งบนนี เราจะเห็นได้วา่ เราสามารถแยกสว่นของแหลง่กาํเนิดออกมาได้
(สว่นทีขนึกบัพิกดั y จะอยูใ่นอินทิแกรนเทา่นนั) ดงันนั เราสามารถนิยามสว่นนีแยกออก
มา โดยใชชื้อวา่ multipole moments กลา่วคือ

Mµν;i1i2i3...il =

∫
T µν(tr, y⃗)y

i1yi2yi3 ...yild3y, (10)
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และในทาํนองเดียวกนั แฟตเตอรข์า้งหนา้ทงัหมดสามารถรวบใหอ้ยูใ่นรูปสนัๆไดด้งันี

fi1i2i3...il(x⃗) = ∂i1∂i2∂i3 ...∂il

(
1

|x⃗− y⃗|

) ∣∣∣∣∣
y⃗=0

(11)

ดงันนั เราสามารถเขียนผลเฉลยใหอ้ยูใ่นรูป mutipole moments ไดด้งันี

h̄µν =
κ

2π

∞∑
l=0

(−1)l

l!
fi1i2i3...ilM

µν;i1i2i3...il . (12)

ถงึตอนนี เมือเราใชส้มมตุิฐานทีวา่ แหลง่กาํเนิดอยู่ไกลมากๆ |x⃗| ≫ |y⃗| เราจะไดว้า่
เราสามารถพิจารณาเพียงพจนแ์รกเทา่นนั ซงึจะไดว้า่

h̄µν(t, x⃗) =
κ

2πr

∫
T µν(tr, y⃗)d

3y =
4G

r

∫
T µν(tr, y⃗)d

3y (13)

เพือทีจะหาความหมายทางฟิสกิสข์องแตล่ะ component ของสนามโนม้ถ่วง เราจะใหว้า่
แหลง่กาํเนิดนนัเป็น สสารแบบไมมี่ความดนั (วิงชา้มากจนมองไดว้า่อยูนิ่งและไมช่นกนั)
ซงึสสารดงักลา่วสามารถระบไุดโ้ดยใช้ ความหนาแน่น และ 4-velocity กลา่วคือ

T µν = ρuµuν . (14)
โดยที 4-velocity คือ uµ = γ(1, u⃗) สาํหรบั (0, 0) component เราจะไดว้า่

T 00 = γ2ρ
non-rel
≈ m

V
=

E

V
. (15)

ดงันนั componentนี้จะสือถงึ energy density ของแหลง่กาํเนิดนนัเอง สาํหรบั (0, i)
components เราจะไดว้า่

T 0i = γ2ρui non-rel
≈ m

V
ui =

P i

V
. (16)

นนัหมายความวา่ components นีจะสอืถงึ momentumdensity ของแหลง่กาํเนิดนนัเอง
สดุทา้ย สาํหรบั (i, j) components เราจะไดว้า่

T ij = γ2ρuiuj non-rel
≈ muiuj

V
= P iu

j

V
, (17)

ซงึจะสือถงึอตัราการไหลของดมเมนตมัตอ่พืนทีของแหลง่กาํเนิด จากนนั เราสามารถ
แทนคา่แตล่ะ component ของ energy momentum tensor ลงไปในสมการ เพือทีจะ
หาสนามโนม้ถ่วงได้ สาํหรบั (0, 0) component นนั เราจะได้ ผลเฉลยคือ

h̄00 =
κ

2πr
M =

8πG

2πr
M =

4GM

r
, (18)
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ซงึจะเห็นไดว้า่ มนัคือ ศกัย์ Newtonian นนัเอง จะเห็นไดว้า่ มนัสอดคลอ้งกบัทีเราพิจาร
ณษมาก่อนหนา้นีตอนทีเราหาสมการสนามของไอนส์ไตน์ ดงันนัเราพอจะสรุปได้วา่
component นีไม่ไดส้อืถงึ คลนืความโนม้ถ่วงแต่อยา่งใด เป็นเพียงแต่พืนหลงัของสนาม
โนม้ถ่วงเทา่นนั

สาํหรบั (0, i) components ผลเฉลยจะเขียนไดเ้ป็น

h̄0i =
4GP i

cm

r
, (19)

โดยทีP i
cm คือโมเมนตมัของจดุศนูยก์ลางมวลนนัเอง นนัหมายความวา่ ถา้เราเลือกพิจารณา

พิกดั yi ไดที้จดุศนูยก์ลางมวล (เราสามารถเลือกได)้ จะไดว้า่โมเมนตมั ณ จดุนีจะมีคา่
เป็นศนูย์ (หรอืมองอีกมมุคือ เราเลือกทีจะพิจารณาทีกรอบหยดุนิงของแหลง่กาํเนิดได้
เนืองจาดมีกฏอนรุกัษ์โมเมนตมัเชิงเสน้อยู)่ ดงันนัเราจะได้วา่ผลเฉลยสาํหรบั compo-
nents นีจะเป็นศนูย์ h̄0i = 0

สาํหรบั (i, j) components เราสามารถเขียนไดเ้ป็น
h̄ij =

4G

r

∫
T ij(tr, y⃗)d

3y, (20)

จะเห็นไดว้า่ components นีจะสือถงึการรวมกนัของ stress ภายในของแหลง่กาํเนิด ซงึ
ยงัยากทีจะตีความหมายโดยตรง เพือทีจะเห็นความหมายของ components นีเพิมเติม
เราจะใชเ้งือนไขของการอนรุกัษข์อง energy momentum tensor กลา่วคือ

∂

∂yµ
T µν(tr, y⃗) = 0,

⇒ ∂

∂y0
T 00(tr, y⃗) +

∂

∂yi
T i0(tr, y⃗) = 0,

⇒ ∂0T
0k(tr, y⃗) +

∂

∂yi
T ik(tr, y⃗) = 0,

โดยการใชเ้งือนไขนีเราจะไดว้า่∫
T ij(tr, y⃗)d

3y =

∫
T ik(tr, y⃗)δ

j
kd

3y,

=

∫
T ik(tr, y⃗)

∂yj

∂yk
d3y,

=

∫ [
∂

∂yk
(
T ik(tr, y⃗)y

j
)
−
(

∂

∂yk
T ik(tr, y⃗)

)
yj
]
d3y,

=

∫
∂0T

0i(tr, y⃗)y
jd3y, (21)

7
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พจน์ขอบทีได้จากการอินทริเกรท จะเป็นศยูน์ไปเนืองจากแหลง่กาํเนิดนนัถกูกกัไว้ใน
บรเิวณทีจาํกดั และเมือใหว้า่ energy momentum tensor นนัสมมาตรภายใตก้ารสลบั
index เราจะไดว้า่∫

T ij(ctr, y⃗)d
3y =

∫
∂0T

0i(tr, y⃗)y
jd3y,

=

∫
1

2

(
∂0T

0i(tr, y⃗)y
j + ∂0T

0j(tr, y⃗)y
i
)
d3y,

=
1

2
∂0

∫ (
T 0i(tr, y⃗)y

j + T 0j(tr, y⃗)y
i
)
d3y. (22)

เมือพิจารณา พจนด์งักลา่ว เราจะไดว้า่∫
∂

∂yk
(
T 0k(tr, y⃗)y

iyj
)
d3y, =

∫ (
∂kT

0k(tr, y⃗)y
iyj + T 0k(tr, y⃗)∂ky

iyj + T 0k(ctr, y⃗)y
i∂ky

j
)
d3y,

=

∫ (
∂kT

0k(tr, y⃗)y
iyj + T 0i(tr, y⃗)y

j + T 0j(ctr, y⃗)y
i
)
d3y = 0,

∴
∫ (

T 0i(tr, y⃗)y
j + T 0j(tr, y⃗)y

i
)
d3y = −

∫
∂kT

0k(tr, y⃗)y
iyjdy. (23)

และเมือแทนคา่ลงไปในสมการขา้งบน เราจะไดว้า่
∫

T ij(tr, y⃗)d
3y = −1

2
∂0

∫ (
∂

∂yk
T 0k(tr, y⃗)y

iyj
)
d3y,

=
1

2
∂2
0

∫
T 00(tr, y⃗)y

iyjd3y. (24)

และเพือความสะดวก เราจะนิยามปรมิาณทีอยูที่อินทรเิกรทอยูใ่หเ้ป็นเทนเซอร์quadrupole
moment ดงันี

I ij ≡
∫

T 00(ctr, y⃗)y
iyjd3y. (25)

ดงันนั เราจะไดผ้ลเฉลยทีเขียนใหอ้ยูใ่นรูปของ เทนเซอร์ quadrupole moment คือ

h̄ij =
2G

r

∂2

∂t2
I ij(t) =

2G

r
Ï ij. (26)

จะเห็นได้วา่ ผลเฉลยคลืนความโนม้ถ่วงนนั จะขนึอยู่กบัการเปลียนแปลงอนัดบัสอง
ของ quadrupole moment ซงึจะแตกตา่งกนัอยา่งมีนยักบัคลืนแมเ่หลก็ไฟฟา้ ทีเกิดขนึ
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เนืองจากการเปลียนแปลงของ dipole ทงันีเนืองจากวา่ สาํหรบัในกรณีของ ความโนม้
ถ่วงนนั จะมีกฎอนรุกัษ์โมเมนตมัเขา้มากาํกบัดว้ย เชน่เมือเราพิจารณา มวลสองกอ้น
m1 and m2 สนั มนัจะสนัโดยยงัคงเป็นไปตามกฎอนรุกัษ์โมเมนตมั แต่ในกรณีของ
คลืนแมเ่หลก็ไฟฟา้ เราไมมี่กฎอนรุกัษ์โมเมนตมัของประจุ q1 and q2 ดงันนั ในกรณีนี
การสนัของสองประจนีุจงึเป็นแหลง่กาํเนิดคลืนแมเ่หลก็ไฟฟา้ได้

2 Generation of gravitational wave from binary stars
จาก section ก่อนหนา้นี จะเห็นได้วา่ การสนัของมวลสองกอ้นนนัจะไม่สามารถสรา้ง
คลืนความโนม้ถ่วงได้ จรงิๆแลว้ การก่อเกิดของคลืนโนม้ถ่วงนนัสามารถสงัเกตุได้จาก
การโคจรรอบจดุศนูยก์ลางของดาวคู่ ใน section นีเราจะเรยีนรูว้า่ ดาวคูอ่ยา่งงา่ยนนัจะ
ทาํใหเ้กิดคลืนความโนม้ถ่วงไดอ้ยา่งไร

พิจารณาดาวคู่ ทีมีมมวลเทา่กนั M เคลอืนทีรอบจดุศนูยห์ลางมวลเป็นวงกลม รศัมี
a ทีตาํแหน่ง (x1, x2) ดงัแสดงในรูป 1 จากนิยามของ quadrupole moment tensor ใน

Figure 1: Illustration for simple binary star which both are identical with massM .

section ก่อนหนา้นี เราจะไดว้า่

I ij(t) =

∫
T 00yiyjd3y,

=

∫
ρyiyjd3y,

=

∫
ρxixjd3x.

เราจะใหด้าวคู่มีขนาดเลก็มาก ซงึจะทาํใหเ้ราประมาณไดว้า่ ความหนาแน่นจะเขียนให้
อยู่ในรูปของฟังกช์นั ดิแรกเดลตา ได้ และเมือใหค้วามเรว็เชิงมมุของดาวคู่มีคา่คงทีเป็น
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Ω เราจะได้
ρA = Mδ(x3)

[
δ(x1 − a cosΩt)δ(x2 − a sinΩt)] , (27)

ρB = Mδ(x3)
[
δ(x1 + a cosΩt)δ(x2 + a sinΩt)] , (28)

ρ = Mδ(x3)
[
δ(x1 − a cosΩt)δ(x2 − a sinΩt) + δ(x1 + a cosΩt)δ(x2 + a sinΩt)] ,(29)

แทนคา่ความหนาแน่นนีเขา้ไปในสมการ quadrupole moment tensor ขา้งบน แลว้
ทาํการคาํนวนแยกแตล่ะ components จะไดว้า่

I11(t) =

∫
ρ
(
x1
)2

d3x,

= M
[
(a cosΩt)2 + (−a cosΩt)2] ,

= M
(
2a2 cos2 Ωt) ,

= Ma2 (1 + cos 2Ωt) , (30)
I22(t) =

∫
ρ
(
x2
)2

d3x,

= M
(
2a2 sin2 Ωt) ,

= Ma2 (1− cos 2Ωt) , (31)
I12(t) =

∫
ρx1x2d3x,

= M ((−a cosΩt) (−a sinΩt′) + (a cosΩt) (a sinΩt)) ,
= M

(
2a2 cosΩt sinΩt) ,

= Ma2 sin 2Ωt,
= I21(t), (32)

I3i(t) = I i3(t) = 0, (33)

I ij(t) = Ma2

 1 + cos 2Ωt sin 2Ωt 0
sin 2Ωt 1− cos 2Ωt 0

0 0 0

 (34)

แทนคา่ components เหลา่นีลงในสมการ (26) เราจะได้ (i, j) component ของผลเฉลย
ความโนม้ถ่วงเป็น

h̄ij(t, x⃗) =
2G

r
Ï ij,

=
2G

r
Ma2 (2Ω)2

 − cos 2Ωt′ − sin 2Ωt′ 0
− sin 2Ωt′ cos 2Ωt′ 0

0 0 0

 , (35)

where t′ = t − r. จากสมการขา้งบนนี เราจะเห็นไดว้า่ คลนืโนม้ถ่วงนนัจะมี 2 polar-
izations และความถีของคลืนโนม้ถ่วงจะเป็นสองเทา่ของ ความถีของการหมนุของดาว
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คู่
ω = 2Ω (36)

สงิสาํคญัอยา่งหนงึทีจะระบุตวัตนของคลืนความโนม้ถ่วงคือ พลงังานของคลนื การ
ทีจะหาพลงังานของคลืนทีแผ่ไปกบั เราสามารถหาได้ 2 วิธีหลกัๆ คือ หา energy mo-
mentum tensor ของมนั ซงึตอ้งใช้ Lagragian formulation อยา่งทีสอง เราสามารถ
หาไดโ้ดย ทาํ perturbation อนัดบัสองของ Gµν (ทงัสองแบบใหผ้ลเหมือนกนั) ใน การ
บรรยายนีจะใชวิ้ธีทีสอง กลา่วคือ

tµν = − 1

8πG
G

(2)

µν (37)

เนืองจาก expression ของ G(2)

µν ยาวมาก เราจะไม่เขียนรูปแบบของมนัอยา่งชดัแจง้ ณ
ทีนี ดเูหมือนวา่จะสามารถหา พลงังานงานทีแผไ่ปกบัคลนืความโนม้ถ่วงไดแ้ลว้ แตจ่รงิๆ
แลว้ ถา้เราพิจารณาทีจดุ จดุหนงึ เราจะพบวา่ ทีจดุนนั (เลก็มากพอ) เราจะสามารถหา
พิกดัเหมาะๆ ทีทาํให้ กาลอวกาศแบบราบได้ (จรงิๆแลว้ กาลอวกาศ แบนราบอยู่แลว้)
ซงึนนัหมายความวา่ energy momentim tensor ทีเราได้มานนั มนัมีคา่เป็นศนูย์ ซงึ
โดยหลกัการแลว้จะเป็นศนูย์ทกุจดุ เพือทีจะนิยามพลงังานของ คลนืความโนม้ถ่วงได้
เหมาะๆ เราจะนิยาม energy momentim tensor ผา่นคา่เฉลียรอบๆจดุทีพิจารณาแทน
กลา่วคือ

tµν ≡ − 1

8πG

〈
G

(2)

µν

〉
,

= − 1

8πG

〈
R

(2)

µν −
1

2
ηρσR

(2)

ρσηµν +
1

2
κ
(
hρσTρσηµν + h̄µνT

) 〉
,

=
1

32πG

〈
∂µhρσ∂νh

ρσ + 2 (∂ρh− ∂σh
ρσ) ∂(µhν)ρ − ∂µh∂νh

+κ
(
2hTµν − 4hρ(µT

ρ
ν) − hρσTρσηµν

)〉
(38)

โดยที การเฉลียนีสอดคลอ้งกบัเงือนไข
⟨∂µa⟩ = 0,

⟨∂µ (ab)⟩ = 0,

⟨b∂µa⟩ = −⟨a∂µb⟩ , (39)
และเพือความสะดวกมากกวา่นี เราจะเลือก gauge ที hµν มนั tranverse และ trac-

less iรวมไปถงึ พิจารณาในกรณีของสญูญากาศ ซงึสดุทา้ยแลว้เราจะได้
tTT
µν =

1

32πG

〈
∂µh

TT
ρσ ∂νh

ρσ
TT

〉
=

1

32πG

〈
∂µh

TT
ij ∂νh

ij
TT

〉
. (40)
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นอกจากนีแลว้ ถา้เราตอ้งการหาวา่ พลงังานทีไหลไปตามคลืนโนม้ถ่วงนีมีคา่เทา่ใด
(เรยีกวา่ energy flux) เราสามารถ นิยามผา่น component 0i ไดนี้

F (n⃗) = t0lnl =
1

32πG

〈
∂0h

TT
ij ∂lh

ij
TT

〉
nl =

ω2

32πG

〈
h̄ij
TT h̄

TT
ij

〉 (41)

จะเห็นไดว้า่ ณ ตอนนี เราสามารถเชือมโยง พลงังานทีคลืนพาไปได้ และ คณุสมบตัิของ
แหลง่กาํเนิดไดแ้ลว้ สดุทา้ยแลว้เราจะไดว้า่ energy flux ของ คลืนโนม้ถ่วงทีก่อเกิดจาก
การเซตระบบแบบนีจะเป็นคลืนแบบ transverse และ traceless ทีเคลือนทีไปในทิศทาง
z สามารถเขียนไดด้งันี

F (ẑ) =
ω2

32πG

(
8G

r
Ma2Ω2

)2 〈cos2 2Ωt+ sin2 2Ωt+ sin2 2Ωt+ cos2 2Ωt〉 ,
=

16G

π

(
Ma2Ω3

r

)2

(42)

คาํถาม: เราสามารถคาํนวนหา energy flux ของคลืนความโนม้ถ่วงทีเคลือนทีไปใน
ทิศ x และ y ไดห้รอืไม่

คาํตอบคือ ได้ แตถ่า้เราตอ้งการใชส้ตูรขา้งบน เราจะเป็นจะตอ้งทาํใหค้ลนืทีเคลอืนที
ไปในทิศทางดงักลา่วเป็นคลืนแบบ transverse และ traceless ก่อน อยา่งไรก็ตาม เรา
อาจจะมีคาํถามตอ่มาวา่ เราจะสามารถหาคลนืแบบ transverse และ traceless ใน
ทิศทาง x และ y ไดอ้ยา่งไร หนงึในหลกัการณส์าํคญัคือ เราจะตอ้ง หา projection op-
erator เหมาะๆ มาทาํการ project คลืนลงบนแกนทีเราตอ้งการ ซงึ projection operator
นนัคือ P j

i = δji − n̂jn̂i โดยที n̂i คือ unit normal vector ของทิศทางทีเราตอ้งการจะ
project ลงไป เพือใหเ้ห็นภาพการใชง้านของ projection operator มากขนึ ลองพิจารณา
dot product ของ เวกเตอรใ์ดๆที เรา project ไปแลว้ จะไดว้า่

vi = P i
jv

j,

n̂iv
i = n̂iP

i
jv

j,

= n̂i

(
δij − n̂in̂j

)
vj,

= n̂jv
j − n̂in̂

in̂jv
j = 0.

จะเห็นไดว้า่ เราจะไดเ้วกเตอร์ transverse โดยการใช้ projection operator และเพือทีจะ
ไดเ้ทนเซอรที์เป็น transversal และ traceless เราจะลองพิจารณา trace ของ transverse

12



Gravitational Wave II SHEAP2022

tensor ใดๆ Aij
T = P i

kP
j
lA

kl กลา่วคือ
AT

i
i = P i

kPilA
kl,

= Pil

(
δik − n̂in̂k

)
Akl,

= PilA
il − Piln̂

in̂kA
kl,

= PilA
il − (δil − n̂in̂l) n̂

in̂kA
kl,

= PilA
il −

(
n̂ln̂kA

kl − n̂ln̂kA
kl
)
,

Tr(AT ) = PilA
il. (43)

เมือ trace ของ projection operator คือ
P i

i =
(
δii − n̂in̂i

)
= 2, (44)

เราจะไดว้า่ transverse-traceless operator จะนิยามไดด้งันี

H ij = P i
kP

j
l −

1

2
P ijPkl, (45)

ณตอนนี เราไดว้ิธีการทีจะทาํให้คลืนความโนม้ถ่วงเป็นแบบ transverse และ trace-
less ในทิศทาง x and y แลว้ เราจะลองใช้ transverse-traceless operator หาคลืนโนม้
ถ่วงในทิศทาง x ซงึ unit normal vector สามารถเขียนไดด้งันี n̂ = (1, 0, 0) ดงันนั เรา
สามารถคาํนวนหา h̄ij

TT ในแตล่ะ components ได้ กลา่วคือ

h̄11
TT =

(
P 1

kP
1
l −

1

2
P 11Pkl

)
h̄kl,

=

((
δ1k − n̂1n̂k

) (
δ1l − n̂1n̂l

)
− 1

2

(
δ11 − n̂1n̂1

)
(δkl − n̂kn̂l)

)
h̄kl,

=
(
δ1kδ

1
l − n̂1n̂kδ

1
l − n̂1n̂lδ

1
k + n̂kn̂l

)
h̄kl,

= h̄11 − n̂1n̂kh̄
k1 − n̂1n̂lh̄

1l + h̄11 = 2h̄11 − h̄11 − h̄11 = 0,

h̄22
TT =

((
δ2k − n̂2n̂k

) (
δ2l − n̂2n̂l

)
− 1

2

(
δ22 − n̂2n̂2

)
(δkl − n̂kn̂l)

)
h̄kl,

= δ2kδ
2
kh̄

kl − 1

2
(δkl − n̂kn̂l) h̄

kl,

= h̄22 − 1

2

(
h̄ll − n̂kn̂lh̄

kl
)
,

= h̄22 +
1

2
h̄11 =

2G

r
Ma2 (2Ω)2

(
cos 2Ωt− 1

2
cos 2Ωt

)
=

1

2

2G

r
Ma2 (2Ω)2 cos 2Ωt,
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h̄33
TT =

((
δ3k − n̂3n̂k

) (
δ3l − n̂3n̂l

)
− 1

2

(
δ33 − n̂3n̂3

)
(δkl − n̂kn̂l)

)
h̄kl,

= δ3kδ
3
kh̄

kl − 1

2
(δkl − n̂kn̂l) h̄

kl,

= h̄33 − 1

2

(
hll − n̂kn̂lh̄

kl
)
,

=
1

2
h̄11 = −1

2

2G

r
Ma2 (2Ω)2 cos 2Ωt.

โดยใชวิ้ธีการเดียวกนันี เราจะได้
h̄1i
TT = h̄23

TT = 0. (46)

ดงันนั เราจะไดว้า่

h̄ij
TT (x̂) =

2G

r
Ma2 (2Ω)2

 0 0 0
0 −1

2
cos 2Ωt 0

0 0 1
2
cos 2Ωt

 , (47)

ดงันนั energy flux ของคลืนโนม้ถ่วงทีเคลือนทีไปในทิศ x จะเขียนไดด้งันี

F (x̂) =
ω2

32πG

〈
h̄ij
TT (x̂)h̄

TT
ij (x̂)

〉
,

=
ω2

32πG

(
8G

c4r
Ma2Ω2

)2 〈
1

4
cos2 2Ωt+ 1

4
cos2 2Ωt

〉
,

=
2G

π

(
Ma2Ω3

r

)2

=
1

8
F (ẑ). (48)

โดยใชส้มมาตรแลว้ การคาํนวน energy flux ของคลืนโนม้ถ่วงทีเคลือนทีไปในทิศ y จะ
ไดค้า่เทา่กนักบัผลทีคาํนวนในทิศ x F (ŷ) = F (x̂) ซงึจะเห็นไดว้า่มีคา่นอ้ยกวา่คลืนที
เคลือนทีไปในทิศทางทีตงัฉากกบัระนาบการหมนุของดาวคูถ่งึ 8 เทา่ ดงันนั เราจะเห็นได้
วา่ คลืนความโนม้ถ่วงทีเกิดจากดาวคูน่นัขนึอยูก่บัทิศทางคอ่นขา้งมาก

3 Energy loss due to gravitational wave emission
จาก section ทีแลว้ จะเห็นไดว้า่ คลนืความโนม้ถ่วงสามารถเกิดไดจ้ากดาวคู่ นอกจาก
นนั เรายงัพบวา่ คลืนความโนม้ถ่วงทีแผ่ออกมานนัยงัพาพลงังานสว่นหนงึออกมาดว้ย
นนัหมายความวา่ ระบบดาวคู่นนัตอ้งสญูเสีย พลงังานของตวัมนัดว้ย ใน section นีเรา
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จะมาเรยีนรูว้า่ อตัราการสญูเสียพลงังานทีวา่นนัมีคา่เทา่ไหร่ และเรามีหนทางทีจะวดั
การมีอยูข่องคลนืความโนม้ถ่วงไดอ้ยา่งไร

เพือความสะดวกในการทาํความเขา้ใจ เราจะสรุปเนือหาสาํคญัทีจะนาํไปใชต้อ่ก่อน
กลา่วคือ จาก section ทีแลว้ เราไดเ้รยีนรูว้า่ คลืนความโนม้ถ่วงสามารถหาไดจ้าก quadur-
pole moment tensor I ij ซงึดูไดจ้ากสมการ (34)โดยที สมัพนัธ์กบัคลนืความโนม้ถ่วง
ดงันี

h̄ij =
2G

r
Ïij(t

′), (49)

โดยที t′ = t− r และ dot หมายถงึอนพุนัธเ์ทียบกบัเวลา t ปรมิาณทีสาํคญัอยา่งนงึคือ
energy flux ของคลืนความโนม้ถ่วง ซงึขนึกบั คลืนความโนม้ถ่วงดงันี

F (n⃗) =
1

32πG

〈
∂0h̄

ij
TTn

k∂kh̄
TT
ij

〉
=

1

32πG

〈
∂th̄

ij
TT∂rh̄

TT
ij

〉
. (50)

เพือความสะดวก เราจะเลือกคลนืความโนม้ถ่วงในทิศทาง r̂ และจะไดว้า่ h̄ij
TT = hij

TT

เนืองจาก h̄ij เป็น trace reverse ของ hij จากสมการนี เราจะเห็นไดว้า่ energy flux ขนึ
กบั คลืนทีเป็น transverse และ traceless ซงึเราก็ไดเ้รยีนรูวิ้ธีการหามาแลว้โดยใช้ pro-
jection ในสมการ (45) ดงันนัสว่นทีเป็น transverse และ traceless ของ quadrupole
moment tensor จะเขียนไดด้งันี

I ijTT =

(
P i

kP
j
l −

1

2
P ijPkl

)
Ikl. (51)

ถดัจากนีเราจะพิจารณาการไหลของ energy จากปรมิาณทีเราสรุปไปก่อนหนา้นี ใน
ทาํนองเดียวกนักบักรณีของคลืนแมเ่หลก็ไฟฟา้ ความสอ่งสวา่ง (luminosity) ของคลนืที
ระยะหา่งจากแหลง่กาํเนิด r สามารถนิยามให้ขนึกบั energy flux ทีผา่นผิวปิดทีระยะ
ทาง r ไดด้งันี

dE

dt
= −LGW = −

∫
F (r̂)r2dΩ = −

∫
F (r̂)r2 sin2 θ dθ dϕ. (52)

ขอ้สงัเกตหนงึ จากสมการขา้งบนคือ เครอืงหมายลบทีอยู่ขา้งหนา้สมการนนับง่บอกถงึ
การสญูเสียพลงังานของแหลง่กาํเนิด แทนคา่ปรมิาณตา่งๆลงในสมการขา้งบน จะไดว้า่

dE

dt
= − r2

32πG

∫ 〈
∂th̄

ij
TT∂rh̄

TT
ij

〉 sin2 θ dθ dϕ. (53)
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เพือความสะดวกในการคาํนวนตอนหลงั เราจะพิจารณาสว่นของ traceless ของ quadrupole
moment tensor ซงึเรยีกวา่ ”reduced quadrupole moment tensor” โดยทีมนันิยามได้
ดงันี

J ij = I ij − 1

3
δijI. (54)

ทงันี เนืองจากวา่ J ij
TT = I ijTT อตัราการไหลของพลงังานในสมการ (53) จะยงัคงใชไ้ด้

เหมือนเดิม
จะเห็นไดว้า่ ประเดน็หลกัๆของการคาํนวนคือ เราจะตอ้งคาํนวณปรมิาณนี 〈

∂th̄
ij
TT∂rh̄

TT
ij

〉
แลว้ก็ทาํการ อินทรเิกรทตามสมการขา้งบน

พิจารณา ∂th̄ij
TT และ ∂rh̄

TT
ij จะไดว้า่

∂th̄
ij
TT =

2G

r

...
J

ij

TT , (55)

∂rh̄
TT
ij = 2G

(
− 1

r2
J̈TT
ij +

1

r

...
J

TT

ij

∂t′

∂r

)
,

=
2G

r

(
−1

r
J̈TT
ij −

...
J

TT

ij

)
,

= −2G

r

...
J

TT

ij , (56)

โดยทีเราไดต้ดัพจน์ r−2 ทิง โดยใชส้มมตุิฐานทีวา่ คลืนอยู่ไกลจากแหลง่กาํเนิดมากๆดงั
นนั พจน์ 〈∂th̄ij

TT∂rh̄
TT
ij

〉 จะเขียนใหมไ่ดเ้ป็น〈
∂th̄

ij
TT∂rh̄

TT
ij

〉
= −

(
2G

r

)2 〈 ...
J

ij

TT

...
J

TT

ij

〉
. (57)

แทนคา่ปรมิาณนีลงในสมการ (53) จะได้ อตัราการไหลของพลงังานคือ
dE

dt
= − G

8π

∫ 〈 ...
J

ij

TT

...
J

TT

ij

〉
sin2 θ dθ dϕ. (58)

เมือเราคาํนวน reduced quadrupole moment tensor โดยใชต้วัดาํเนินการทีนิยามใน
สมการ (45) เราจะไดว้า่
J ij
TT =

[(
δik − n̂in̂k

) (
δjl − n̂jn̂l

)
− 1

2

(
δij − n̂in̂j

)
(δkl − n̂kn̂l)

]
Jkl,

=

[
J ij − J iln̂jn̂l − Jkjn̂in̂k + Jkln̂in̂kn̂

jn̂l +
1

2
δijn̂kn̂lJ

kl − 1

2
Jkln̂kn̂ln̂

in̂j

]
,

=

[
J ij − J iln̂jn̂l − Jkjn̂in̂k +

1

2
Jkln̂kn̂ln̂

in̂j +
1

2
δijn̂kn̂lJ

kl

]
, (59)
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และจะได้
...
J

ij

TT =

[ ...
J

ij − 2n̂kn̂
(i
...
J

j)k
+

1

2

...
J

kl
n̂kn̂ln̂

in̂j +
1

2
δijn̂kn̂l

...
J

kl
]
. (60)

หลงัจากนนั เราจะคาํนวนหา
〈 ...
J

ij

TT

...
J

TT

ij

〉
ไดด้งันี〈 ...

J
ij

TT

...
J

TT

ij

〉
=

〈 ...
J

ij ...
J ij − 4

...
J

ij
n̂ln̂i

...
J jl +

...
J

ij
n̂in̂jn̂kn̂l

...
J

kl
+ 4n̂ln̂

(i
...
J

j)l
n̂kn̂i

...
J jk

−2n̂ln̂
i
...
J

jl
n̂in̂jn̂kn̂m

...
J

km
+ 2n̂l

...
J

jl
n̂k

...
J jk + 2n̂ln̂

j
...
j

il
n̂kn̂i

...
J jk

−2n̂jn̂l

...
J

jl
n̂kn̂m

...
J

km − 2n̂ln̂
i
...
J

jl
δijn̂kn̂m

...
J

km

+
1

4
n̂in̂jn̂kn̂l

...
J

kl
n̂in̂jn̂mn̂p

...
J

mp

−2n̂ln̂j

...
J

jl
n̂kn̂m

...
J

km
+

1

2
n̂kn̂l

...
J

kl
n̂mn̂p

...
J

mp
+

3

4
nknl

...
J

kl
n̂mn̂p

...
J

mp
〉

=

〈 ...
J

ij ...
J ij − 2

...
J

ij
n̂ln̂i

...
J jl +

1

2
n̂kn̂l

...
J

kl
n̂mn̂p

...
J

mp
〉
. (61)

แทนคา่
〈 ...
J

ij

TT

...
J

TT

ij

〉
ลงในสมการ (58) เราจะไดว้า่

dE

dt
=

G

8π

∫ 〈 ...
J

ij ...
J ij − 2

...
J

ij
n̂ln̂i

...
J jl +

1

2
n̂kn̂l

...
J

kl
n̂mn̂p

...
J

mp
〉
sin2 θ dθ dϕ (62)

เนืองจาก n̂ คือ unit vector ในทิศทาง r̂ จะไดว้า่
n̂i
r = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) = δi1 sin θ cosϕ+ δi2 sin θ sinϕ+ δi3 cos θ (63)

โดยใชค้ณุสมบตัิทางคณิตศาสตร์∫
n̂in̂jdΩ =

4π

3
δij,∫

n̂in̂jn̂kn̂ldΩ =
4π

15

(
δijδkl + δikδjl + δilδjk

)
, (64)

จะได้ อตัราการไหลของพลงังานดงันี
dE

dt
= −G

5

〈 ...
J

ij ...
J ij

〉
. (65)

จรงิๆแลว้ สมการนีสามารถใชไ้ดก้บัทกุๆแหลง่กาํเนิด สาํหรบัคลนืความโนม้ถ่วงทีอยูไ่กล
จากแหลง่กาํเนิด เนืองจาก quadrupole moment tensor ไดเ้ก็บขอ้มลูของแหลง่กาํเนิด
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ไวห้มดแลว้ สาํหรบัการบรรยายนี เราจะศกึษารูปแบอยา่งงา่ยจากทีเราพิจารณามาก่อน
หนา้นี คือ ดาวคูอ่ยา่งงา่ย ซงึจะเห็นไดจ้ากสมการ (34) และนาํมาเขียนใหมไ่ดเ้ป็น

I ij = Ma2

 1 + cos 2Ωt′ sin 2Ωt′ 0
sin 2Ωt′ 1− cos 2Ωt′ 0

0 0 0

 , (66)

ซงึเมือหา trace ของมนัแลว้จะไดว้า่
I ii = 2Ma2. (67)

ดงันนั reduced quadrupole moment tensor คือ
J ij = I ij − 1

3
δijI,

= Ma2

 1
3
+ cos 2Ωt′ sin 2Ωt′ 0
sin 2Ωt′ 1

3
− cos 2Ωt′ 0

0 0 −2
3

 . (68)

...
J

ij
= −Ma2 (2Ω)3

 − sin 2Ωt′ cos 2Ωt′ 0
cos 2Ωt′ sin 2Ωt′ 0

0 0 0

 . (69)

และจะไดว้า่
dE

dt
= −G

5

(
Mc2a2 (2Ω)3

)2
2,

= −128

5
GM2a4Ω6. (70)

จากคาํถามหลายๆคนในคาบแรกของ school นี ทีถามวา่ มวลของหลมุดาํมนัจะสอืถงึ
ความถีของคลืนโนม้ถ่วงอยา่งไร จรงิๆแลว้ เราสามารถคาํนวณไดโ้ดยทฤษฎีของนิวตนั

F =
GM2

(2a)2
= MΩ2a =

Mv2

a
, (71)

Ω2 =
GM

4a3
⇒ Ω =

√
GM

4a3
. (72)

จะเห็นได้วา่ เราสามารถหาความสมัพนัธ์ของความเรว็ในการหมนุของดาวคู่ กบั มวล
ของดาวคู่ ได้แลว้ จากนนั แทนคา่ Ω ลงในสมการ (70) เราจะได้ อตัราการสญูเสีย
พลงังานของดาวคูคื่อ

dE

dt
= −128

5
GM2a4Ω6 = −2

5

G4M5

a2
(73)
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นอกจากนนัเรายงัรูว้า่ พลงังานรวมของดาวคู่จะเขียนให้อยู่ในพจน์ของมวลของมนัได้
ดงันี

E =
1

2
M1v

2
1 +

1

2
M2v

2
2 −

GM2

2a
,

= −Mv2, (74)
or = −GM2

4a
. (75)

ทงันี ถา้เราตอ้งการเทียบผลการคาํนวณนี กบัผลกบัจากการสงัเกตกุารณ์ เราอาจจะตอ้ง
เปลียน ความเรว็ใหอ้ยู่ในพจนข์อง คาบ τ ของการหมนุ ซงึจะไดว้า่ v = 2πa/τ ดงันนั
เราสามารถเขียนพลงังานของดาวคูใ่หข้นึกบั คาบของการหมนุไดด้งันี

E = −
(
M5G5π2

4

) 1
3

τ−
2
3 . (76)

ดงันนั โดยการใชค้วามสมัพนัธจ์ากสมการนี รวมกบัอตัราการสญูเสียพลงังานจากสมการ
(73) เราจะไดอ้ตัราการเปลยีนแปลงคาบของดาวคูด่งันี

dE

dt
= −2

3

E

τ

dτ

dt
⇒ dτ

dt
= −96

5
(4)1/3π (2πGM)5/3 τ−

5
3 . (77)

เราสามารถใชส้มการนี ไปเทียบกบัผลจากการสงัตการณไ์ดค้อ่นขา้งดี เนืองจากวา่ มนั
ขนึกบัคณุลกัษณะของตวัดาวคูเ่อง เช่น มวลM และ คาบτ ซงึคาบนีเองทีเราสามารถวดั
ไดโ้ดยตรงการสงัเกตการณข์องดาวคู่ทีเป็นดาวนิวตรอน ซงึหมนุรอบตวัเองอยา่งรวดเรว็
และจะแผร่งัสีออกมาเป็นจงัหวะแน่นอน (Pulsar)

จากการสงัเกตกาณด์าวนิวตรอนคู่ PSR B1913+16 ในปี 1974 และเก็บขอ้มลูราวๆ
10 ปี Hulse and Taylor พบวา่ อตัราการลดลงของคาบการโคจร สอนคลอ้งกบัผลทีได้
กบัสมการขา้งบนอยา่งน่าเหลือเชือ ซงึนีเป็นหลกัฐานแรก ทีบง่บอกถงึการมีอยู่ของคลืน
ความโนม้ถ่วงทีทาํนายจากทฤษฎีสมัพทัธภาพทวัไป จากผลการสงัเกตการณ์ดงักลา่ว
ทงัสองก็ไดร้บัรางวลัโนเบล ในปี ค.ศ 1993

จะเห็นไดว้า่การสงัเกตการณด์งักลา่วเป็นการสงัเกตกุารณ์ ทีบง่บอกถงึการมีอยู่ของ
คลืนคววามโนม้ถ่วงโดยออ้ม (ไม่ไดต้รวจวดัเจอคลนืความโนม้ถ่วงโดยตรง) ทงันี การวดั
คลืนความโนม้ถ่วงโดยตรงนนั สามารถตรวจวดัไดย้ากมาก เนืองจากวา่ แอมพิจดู ของ
การสนัของ physical length l นนัมีคา่นอ้ยมาก กลา่วคือ

δl

l
∼ −1

2
hijn̂

in̂j ∼ 10−21, (78)
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โดยที n̂j ระบุทิศทางของสองตาํแหนง่ทีเราสนใจหาระยะทางระหวา่งมนั ถา้เราสรา้ง
เครอืงมือตรวจวนัดว้ยระยะทางโดยประมาณ l ∼ 1 km การแปลียนแปลงของระยะนี δl

เนืองจากสนามความโนม้ถ่วงจะมีคา่โดยประมาณ δl ∼ 10−18m ซงึเลก็กวา่ขนาดของ
อะตอมโดยประมาณ a0 ∼ 5 × 10−11m ซงึนนัหมายความวา่ ขนาดของการเปลยีนนนั
เลก็กวา่ขนาดอะตอมอยู่ 10−7 (นอ้ยมากๆๆๆ)

หนทางหนงึทีจะทาํให้เราสามารถวดัคา่การแปรเปลียนขนาดเลก็ๆนีไดคื้อใช้หลกัา
รณ์ของ laser Michelson interferometer ซงึโดยหลกัการณ์แลว้ เครอืงมือนีจะมีสว่น
หนงึทีแยกลาํของเลเซอร์ ออกไปสองทิศทางแลว้ใชก้ระจกสะทอ้นใหก้ลบัมาแทรกสอด
กนั โดยหลกัการแลว้เราสามารถตงัคา่ใหม้นัสะทอ้นหลายๆรอบก่อนแลว้กลบัมาแทรก
สอดกนัได้ นนัหมายความวา่ เราสามารถสรา้งความยาว l เพิมขนึได้จากจาํนวนรอบ
นอกจากนนัแลว้ เราสามารถจดัตงัเครอืงมือ ใหม้นัเกิดการแทรกสอดแบบเสรมิกนัไวไ้ด้
ถา้ความยาวดงักลา่วเปลียนไป จะทาํใหร้วิของการแทรกสอดเปลียนไปดว้ย ดงันนั เรา
สามารถตรวจวดัการเปลยีนเฟสของการแทรกสอดนีได้ โดยประมาณคือ

δϕ ∼ 2n

(
2π

λ

)
δl ∼ 10−9, (79)

โดยที n คือจาํนวนรอบทีเลเซอรส์ะทอ้นก่อนจะมาแทรกสอดกนั และ λ ∼ 10−6m คือ
ความยาวคลืนของเลเซอร์ โดยหลกัการณนี์ทาํใหเ้รามีโอกาสจะตรวจวดัคลืนความโนม้
ถ่วงไดโ้ดยตรง อยา่งไรก็ตาม ความยากลาํบากจากการทดลองดงักลา่วเกิดขนึเนืองจาก
การทีตอ้งหาเครอืงมือทีมีความแมน่ยาํมากพอ ซงึตอ้งจดัตงัเครอืงมือเพือลดผลจาก
การแปรผนัจากเหตกุารณอื์นดว้ย หลากหลายการทดลองถดูจดัตงัขนึเพือตรวจวดัคลืน
ความโนม้ถ่วง เชน่ LIGO ทีอเมรกิา, Virgo ทีอิตาลี, KAGRA ทีญีปุ่ น จนในทีสดุ ในปี
2015 LIGO ไดจ้ดัตงัเครอืงมือทีมีความสมบรูณเ์พียงพอทีจะวดัคลนืความโนม้ถ่วง และ
ในปี 2016 ไดป้ระกาศการคน้พบคลืนความโนม้ถ่วงจากการ ยบุรวมตวักนัของหลมุดาํ
สองหลมุ และในทีสดุ นกัวิทยาศาตร์ 3 ทา่นทีมีสว่นสาํกบัในการตรวจพบนีก็ไดร้างวลัโน
เบลในปี 2017 นอกจากนีแลว้ ณ ปัจจบุนั เรายงัตรวจพบคลนืความโนม้ถ่วงอีกมากมาย
ซงึหนงึในผลนนัจะถกูนาํไปใช้ ในการกาํจดัแบบจาํลองทีปรบัเปลียนความโนม้ถ่วง ซงึพี
นิวจะพดูในรายละเอียดใน section ถดัไป

20


	Gravitational solution with source
	Generation of gravitational wave from binary stars
	Energy loss due to gravitational wave emission

