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Electric monopole

Q
extremo �Q

libre = px. (1.32)

Mientras que en 2D, la diferencia entre la carga total en la esquina y la carga

debido a las contribuciones de las polarizaciones superficiales está determinada

por el momento cuadrupolar interno

Q
esquina � p

borde
x � p

borde
y = �qxy. (1.33)

Esta última ecuación será utilizada en el caṕıtulo 3 para calcular el momen-

to cuadrupolar qxy reemplazando los valores de la acumulación de carga y de las

polarizaciones superficiales encontradas por medio de la simulación. Es decir, el

presente trabajo de titulación consistirá en calcular de manera anaĺıtica el cuadru-

polo eléctrico y de manera numérica el monopolo y el dipolo eléctrico haciendo uso

de la mecánica cuántica y de la teoŕıa moderna de la polarización, como veremos

a continuación.

1.2.3. Cálculo del monopolo eléctrico en la mecánica cuánti-

ca

En f́ısica cuántica el estado de una part́ıcula es descrito por la función de onda

�(r, t) la cual describe las propiedades ondulares de dicha part́ıcula. Para discutir

los efectos cuánticos se suele utilizar la amplitud de la función �, cuyo el módulo

al cuadrado |�|2 que es igual a la intensidad de la onda asociada con este efecto

cuántico. La intensidad de la onda en un punto dado del espacio es proporcional

a la probabilidad de encontrar, en ese punto, a la part́ıcula material a la que

corresponde la onda.

En 1927 Born interpretó |�|2 como la densidad de probabilidad y |�(r, t)|2d3r
como la probabilidad dP (r, t), de encontrar a la part́ıcula en el tiempo t en el

elemento de volumen d
3
r localizado entre r y r+ dr

|�(r, t)|2d3r = dP (r, t). (1.34)

En nuestro caso las funciones de onda  elec que utilizaremos pertenecen a los

electrones, debido a que son obtenidas por medio de la diagonalización del Ha-

miltoniano del sistema. Además dado que nuestro trabajo se enfoca en aislantes
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cristalinos, no todos los estados estarán ocupados, solo tendremos Nocc estados

ocupados hasta el nivel de Fermi.

Por lo tanto escribiendo de forma discreta la ec. 1.34 y sumando solo los vectores

propios de los estados ocupados, obtendremos la densidad de carga eléctrica

⇢
elec =

NoccX

i=1

| elec
i |2, (1.35)

que al multiplicarla por la carga eléctrica fundamental e nos dará como resul-

tado el monopolo eléctrico o carga eléctrica total del sistema

Q
tot = ⇢

elec
e =

NoccX

i=1

| elec
i |2e. (1.36)

1.2.4. Cálculo del dipolo eléctrico de acuerdo a la teoŕıa

moderna de la polarización

Como hemos visto hasta ahora el cálculo del cuadrupolo y del monopolo son

relativamente directos, ya que solo utilizamos un desarrollo clásico para el cálculo

anaĺıtico del cuadrupolo y la interpretación de Copenhague para el cálculo numéri-

co del monopolo. Sin embargo, el cálculo del dipolo eléctrico en sistemas cristalinos

no es tan directo y calcularlo numéricamente será el principal objetivo del presente

trabajo.

El problema es que definir la polarización es sistemas cristalinos no es un proceso

obvio debido al comportamiento cuántico del sistema electrónico, ya que la nube

electrónica no puede ser descompuesta en entidades localizadas. Este problema

fue resuelto a finales del siglo XX por medio de un nuevo formalismo teórico que

involucra cantidades como las fases de Berry y las funciones de Wannier. Dicho

formalismo es ahora conocido como la teoŕıa moderna de la polarización.

En 1983, Berry [4] demostró que en un sistema cuántico al transportar (para-

lelamente) un estado propio alrededor de un circuito cerrado C, éste adquirirá un

factor de fase geométrico (ei�(C)). A esta fase � se la conoce ahora como fase de

Berry.
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involucra cantidades como las fases de Berry y las funciones de Wannier. Dicho

formalismo es ahora conocido como la teoŕıa moderna de la polarización.
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Polarization

8 Invariance and Quantization of Charges and Currents

just catching the flavor of the arguments and getting a feel for the motivations, or
even to skip sections entirely. The picture should become clearer after we get into
the details in the subsequent chapters, at which time it may be useful to return to
this chapter and give some parts of it a second reading.

1.1 Polarization, Adiabatic Currents, and Surface Charge

The macroscopic electric polarization P, which carries the physical meaning of
dipole moment per unit volume, is one of the central concepts of the electrody-
namics of material media. However, the proper definition of polarization for a
crystalline insulator becomes far from obvious when the electrons in the solid are
treated quantum mechanically.

To illustrate the problem, consider the sketch in Fig. 1.1(a), which typifies
the discussion in most electromagnetism textbooks. The solid is considered to be
decomposable into polarized entities, perhaps atoms or molecules, which are well
separated by vacuum regions in which the charge density falls to zero. In this case
the obvious choice is to define P = d/Vcell, where d is the dipole moment of the
entity and Vcell is the unit cell volume. By comparison, Fig. 1.1(b) shows what a
charge-density contour plot might look like in a real polarized crystal. The charge
does not come subdivided into convenient packages; on the contrary, the quantum
charge cloud extends throughout the unit cell.

In this case, how are we to define a dipole per unit cell? An approach that may
seem reasonable at first sight is to make some choice of unit cell and let

P = 1
Vcell

∫

cell
r ρ(r) d3r , (1.1)

Figure 1.1 (a) Sketch of charge distribution in an idealized classical insulating
crystal. Charges are decomposed into isolated packages well separated by charge-
free interstitial regions. (b) The charge distribution in a realistic insulator in which
the electrons are treated quantum mechanically. No such interstitial regions exist.

Charges separated, 
polarized entities

Charge-density 
contour in a insulator

¿How to define a dipole per unit cell?

Berry Phases in Electronic Structure Theory, Electric Polarization, Orbital Magnetization and Topological Isulators, David Vanderbilt
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Modern theory of Polarization

Figura 1.5: Transporte paralelo a través de una esfera

Para ilustrar mejor este concepto imaginemos que estamos en el polo norte del

planeta y cargamos con nosotros un eje de coordenadas, a continuación, procede-

mos a realizar un viaje manteniendo siempre el eje de coordenadas paralelo, de

modo que cuando volvamos a nuestro punto de partida observaremos que nuestro

eje de coordenadas ha rotado, como se observa en la fig. 1.5. Esta rotación corres-

ponde a la curvatura del manifold, es decir a la curvatura de la tierra en nuestro

caso.

Por lo tanto, cualquier vector que sea transportado paralelamente a través de

un circuito cerrado, al volver al punto de partida terminará rotado respecto a su

dirección inicial.

Esta falla para regresar al vector inicial está descrita por la holonomı́a, la cual

es una consecuencia geométrica de la curvatura que se encarga de medir como

el transporte paralelo alrededor de un lazo cerrado no preserva la información

geométrica transportada.

Berry se dio cuenta que en la mecánica cuántica ocurre algo similar, pero en

este caso lo que rota es la fase de la onda mecánico-cuántica y demostró además

que estas fases representan observables f́ısicos.

También se puede observar un circuito cerrado en la zona de Brillouin de un

cristal. Dado que un sistema cristalino presenta invarianza traslacional, tendrá una

zona de Brillouin periódica, es decir el punto inicial será igual al punto final y en

vez de formar una ĺınea, formará un ćırculo. Gracias a esto, Zak en 1988 [5] se dio

cuenta que de manera análoga el vector transportado en este caso corresponderá a

la función de onda electrónica y por lo tanto las fases de Berry estarán relacionadas

con las posiciones de los electrones.

12

Figura 1.6: 1) Bandas de enerǵıa de un aislante, donde u1 es la funcion de
onda de los estados ocupados y u2 de los desocupados. 2) Fase resultante de
una vuelta completa de la función de onda de los estados ocupados u1. 3) Dicha
fase es proporcional a las posiciones electrónicas y por tanto al dipolo eléctrico
del material.

Por la teoŕıa del estado sólido sabemos que las funciones de ondas electrónicas

de un cristal pueden ser descritas por las funciones de Bloch

 k(r) = e
ik.r

uk(r), (1.37)

donde uk(r) representa una función periódica cualquiera, cuya periodicidad R es

la misma que la de la red cristalina, de modo que uk(r) = uk(r+R).

Además, a las funciones de onda electrónicas se las puede etiquetar según su

banda de enerǵıa n, y dado que trabajaremos con aislantes cristalinos se deberá

cumplir la ecuación de Schrödinger tanto para la banda ocupada (n = 1) como

para la desocupada (n = 2)

h(k) |u1,2(k)i = ✏1,2 |u1,2(k)i . (1.38)

Dado que el aislante presenta el nivel de Fermi en medio de la banda prohibida o

gap energético, debajo del nivel de Fermi tendremos los estados ocupados (primera

banda n = 1) y arriba del nivel de Fermi tendremos los estados desocupados

(segunda banda n = 2). Zak se dio cuenta que si trasladamos la onda mecánico-

cuántica de los estados ocupados u1(k) a lo largo de la zona de Brillouin, al regresar

al punto inicial, la onda presentará una fase (de Berry) que será proporcional a

los desplazamientos de los centros de carga negativa (centros de Wannier), por lo

tanto la fase de Berry será proporcional al dipolo formado en el aislante cristalino,

como se observa en la fig. 1.6.

En 1993, Vanderbilt y King-Smith [6] demostraron que la polarización en ais-

lantes cristalinos puede ser escrita como la suma de las fases de Berry de las M

bandas ocupadas

Pelec ⇡
MX

n

�n, (1.39)
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Wannier Functions

Figura 1.6: 1) Bandas de enerǵıa de un aislante, donde u1 es la funcion de
onda de los estados ocupados y u2 de los desocupados. 2) Fase resultante de
una vuelta completa de la función de onda de los estados ocupados u1. 3) Dicha
fase es proporcional a las posiciones electrónicas y por tanto al dipolo eléctrico
del material.

Por la teoŕıa del estado sólido sabemos que las funciones de ondas electrónicas

de un cristal pueden ser descritas por las funciones de Bloch

 k(r) = e
ik.r

uk(r), (1.37)

donde uk(r) representa una función periódica cualquiera, cuya periodicidad R es
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bandas ocupadas

Pelec ⇡
MX

n

�n, (1.39)
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lo cual es el resultado central de la teoŕıa moderna de la polarización y donde

la fase de Berry está definida como una integral sobre un manifold cerrado C (la

zona de Brillouin en este caso)

�n =

Z

C

hunk|irk|unki . (1.40)

Debido a que nuestro trabajo se enfocará en el espacio real, no ahondaremos

en los aspectos relacionados al espacio del momento. Sin embargo, de manera

heuŕıstica se puede ver porque la polarización se la puede escribir en términos de

las fases de Berry. Debido a que la polarización está dada por los desplazamientos

de los electrones, recordemos que en la mecánica cuántica el operador del momento

está definido como P̂x = �i~ @
@x y dado que el conmutador posición-momento esta

dado por [x̂, p̂] = i~, esto nos lleva a escribir el operador posición como r̂ = i~ @
@p =

i
@
@k , por lo tanto el valor esperado de la posición es hx̂i = hu1(k)|i@k|u1(k)i y como

podemos observar dicha expresión es similar a la fase de Berry (ec. 1.40).

Los estados de Bloch con distinto vector de onda son automáticamente orto-

gonales incluso si los orbitales atómicos subyacentes no los son. Por lo tanto, uno

podŕıa preguntarse si es posible utilizar los estados de Bloch para trabajar al revés

y derivar los orbitales locales que sean realmente ortogonales entre śı. Esto fue

conseguido por Gregory Wannier, en honor al cual se nombraron a estos orbitales.

La función de Wannier, Wn(r), en la celda unitaria R con volumen V asociada con

la banda n está definida como

Wn(r�R) =
V

(2⇡)3

Z

BZ

d
3ke�ik.R

 nk(r) =
V

(2⇡)3

Z

BZ

d
3ke�ik.(r�R)

unk(r). (1.41)

Las funciones de Wannier forman un conjunto completo de funciones ortogona-

les, ampliamente utilizadas en f́ısica del estado sólido debido a que representan los

orbitales moleculares localizados de sistemas cristalinos. Las funciones de Wannier

representan orbitales localizados en sistemas con condiciones de borde periódicas

(PBC) y son relevantes en nuestro estudio ya que su naturaleza localizada provee

una descripción de la densidad de carga en un sólido convenientemente similar a

la de una part́ıcula puntual, aunque en realidad sabemos que la densidad de carga

en un sólido es una función continua.

14
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Bloch (que definen a las fases de Berry) en el espacio rećıproco y emplear funciones

de Wannier en el espacio real, es más, las funciones de Bloch se pueden escribir en

términos de las funciones de Wannier y viceversa.

Sin embargo, en el presente trabajo de titulación utilizaremos solamente el es-

pacio real para realizar nuestros cálculos, ya que a diferencia de las funciones de

Bloch que están deslocalizadas en el espacio, las funciones de Wannier están loca-

lizadas y esta caracteŕıstica nos permite seguir calculando los momentos dipolares

por medio de la suma de las cargas multiplicadas por su posición.

Al intentar reducir la integral de la polarización a una suma sobre las cargas

localizadas por sus posiciones, debemos notar que la escala de enerǵıa necesaria

para excitar un núcleo fuera de su estado base es alrededor de seis ordenes de

magnitud mayor a las escalas de enerǵıa t́ıpicas. Es por esto que casi siempre

en f́ısica de materia condensada al ion (núcleo atómico) se lo trata como una

part́ıcula puntual inerte que posee solo grados de libertad traslacionales, pero para

los electrones el proceso no es tan simple debido a su comportamiento cuántico

(nube electrónica).

Esto se soluciona gracias a la localización de las funciones de Wannier, ya que

podemos obtener la posición promedio de los electrones en la función de Wannier

y tratarlos como si todos estuvieran sobre esa posición, dicha posición se la conoce

como centro de Wannier rn.

El centro de Wannier asociado a la banda n está definido como el valor esperado

del operador posición r para la función de Wannier Wn(r)

rn = hrni =
Z

W
⇤
n(r)rWn(r)d

3r. (1.42)

Es decir, el formalismo de las funciones de Wannier nos permite continuar es-

cribiendo la polarización eléctrica como la suma de las cargas por sus posiciones,

la misma que está dada por la contribución de los electrones de valencia con carga

negativa, considerando el centro de Wannier como la “posición” de dichos electro-

nes. En 1998 Resta [8] simplificó el problema encontrando una manera de obtener
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w0(x)

Wannier functions

w1(x)
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FIG. 1 (Color online) Left: Bloch functions associated with
a single band in 1D, at three di↵erent values of wavevector k.
Right: WFs associated with the same band, forming periodic
images of one another. Blue dots indicate atoms; green curves
indicate envelopes eikx of the Bloch functions. Bloch andWFs
span the same Hilbert space.

bands below and above at all k. Since Bloch functions
at di↵erent k have di↵erent envelope functions eik·r, one
can expect to be able to build a localized “wave packet”
by superposing Bloch functions of di↵erent k. To get a
very localized wave packet in real space, we need to use
a very broad superposition in k space. But k lives in the
periodic Brillouin zone, so the best we can do is to choose
equal amplitudes all across the Brillouin zone. Thus, we
can construct

w0(r) =
V

(2⇡)3

Z

BZ

dk  nk(r) , (2)

where V is the real-space primitive cell volume and the
integral is carried over the Brillouin zone (BZ). (See
Sec. II.A.3 for normalization conventions.) Equation (2)
can be interpreted as the WF located in the home unit
cell, as sketched in the top-right panel of Fig. 1.

More generally, we can insert a phase factor e�ik·R into
the integrand of Eq. (2), where R is a real-space lattice
vector; this has the e↵ect of translating the real-space
WF by R, generating additional WFs such as w1 and
w2 sketched in Fig. 1. Switching to the Dirac bra-ket
notation and introducing the notation that Rn refers to
the WF wnR in cell R associated with band n, WFs can
be constructed according to (Wannier, 1937)

|Rni =
V

(2⇡)3

Z

BZ

dk e�ik·R | nk i . (3)

It is easily shown that the |Rn i form an orthonormal
set (see Sec. II.A.3) and that two WFs |Rn i and |R0n i
transform into each other under translation by the lattice

vector R�R
0 (Blount, 1962). Eq. (3) takes the form of

a Fourier transform, and its inverse transform is

| nk i =
X

R

eik·R |Rni (4)

(see Sec. II.A.3). Any of the Bloch functions on the left
side of Fig. 1 can thus be built up by linearly superposing
the WFs shown on the right side, when the appropriate
phases eik·R are used.
The transformations of Eqs. (3) and (4) constitute

a unitary transformation between Bloch and Wannier
states. Thus, both sets of states provide an equally valid
description of the band subspace, even if the WFs are
not Hamiltonian eigenstates. For example, the charge
density obtained by summing the squares of the Bloch
functions | nki or the WFs |Rni is identical; a similar
reasoning applies to the trace of any one-particle opera-
tor. The equivalence between the Bloch and the Wannier
representations can also be made manifest by expressing
the band projection operator P in both representations,
i.e., as

P =
V

(2⇡)3

Z

BZ

dk | nkih nk| =
X

R

|RnihRn| . (5)

WFs thus provide an attractive option for represent-
ing the space spanned by a Bloch band in a crystal, being
localized while still carrying the same information con-
tained in the Bloch functions.

1. Gauge freedom

However, the theory of WFs is made more complex
by the presence of a “gauge freedom” that exists in the
definition of the  nk. In fact, we can replace

|  ̃nk i = ei'n(k) | nk i , (6)

or equivalently,

| ũnk i = ei'n(k) |unk i , (7)

without changing the physical description of the system,
with 'n(k) being any real function that is periodic in
reciprocal space.1 A smooth gauge could, e.g., be defined
such that rk|unki is well defined at all k. Henceforth
we shall assume that the Bloch functions on the right-
hand side of Eq. (3) belong to a smooth gauge, since

1 More precisely, the condition is that 'n(k+G) = 'n(k)+G·�R
for any reciprocal-lattice translation G, where �R is a real-space
lattice vector. This allows for the possibility that 'n may shift
by 2⇡ times an integer upon translation by G; the vector �R
expresses the corresponding shift in the position of the resulting
WF.

10.1103/RevModPhys.84.1419 (2012)
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Quantum-Mechanical Position Operator in Extended Systems   

(R. Resta 1998)


dichos centros rn sin necesidad de manipular las funciones de Wannier, como ve-

remos a continuación.

1.2.4.1. Operador mecánico cuántico de la posición en sistemas exten-

didos

Debido a que la polarización eléctrica está dada por el desplazamiento de los

electrones respecto a sus núcleos, necesitaremos definir el operador de la posición de

los electrones y posteriormente obtener su valor esperado, ya que la polarización

es un observable f́ısico. Sin embargo, el operador de posición, definido según la

representación de Schrödinger de la forma estándar como la suma de las posiciones

de los N electrones que conforman el sistema

X̂ =
NX

i=1

xi (1.43)

pierde su utilidad cuando la función de onda adopta condiciones de borde periódi-

cas (PBC), ya que el valor esperado de este operador no puede ser evaluado si

la función de onda obedece PBC, dado que X̂ no conmuta con una traslación L,

siendo L la longitud del cristal.

Fue Resta en 1998 [8] quién solucionó este problema, definiendo el valor esperado

de la posición por medio de un operador simple que actúa sobre todos los electrones

del sistema. Resta codificó las posiciones electrónicas dentro de las fases de un

nuevo operador

hXi = L

2⇡
Im ln

D
 0

���ei
2⇡
L X̂

��� 0

E
, (1.44)

de modo que el valor esperado del operador posición sea compatible con con-

diciones de borde periódicas, esto es fácil de comprobar ya que si analizamos el

término en medio del bra-ket para la primera y última posición de una red crista-

lina unidimensional de longitud L, obtenemos el mismo valor para ambos casos:

e
i 2⇡L 0 = e

i 2⇡L L = 1.

Por la teoŕıa del electromagnetismo sabemos que en los materiales dieléctricos

se produce una densidad de corriente j(t) que corresponde al movimiento neto de

los momentos dipolares eléctricos por unidad de volumen (Polarización P) y que

está dada por

16
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j(t) =
@P(t)

@t
. (1.45)

Resta demostró justamente que la derivada temporal de hXi coincide con la

corriente eléctrica adiabática que recorre a través del sistema cuando el Hamilto-

niano contiene un término dependiente del tiempo que vaŕıa lentamente. De este

modo Resta pudo comprobar que la polarización macroscópica se puede escribir

como el ĺımite termodinámico (L ! 1) de una expresión que involucra al valor

esperado del operador posición

Pelec = ĺım
L!1

e

2⇡
Im ln

D
 0

���ei
2⇡
L X̂

��� 0

E
. (1.46)

La ec. 1.46 nos permite calcular la polarización eléctrica sin necesidad de realizar

la integral en el espacio rećıproco y nos evita también manipular las funciones de

Wannier, debido a que solo hace uso de los centros de carga negativa (centros de

Wannier) de dichas funciones.

1.3. Contenido del Trabajo de Titulación

El presente trabajo de titulación se compone del estudio de dos modelos tight-

binding de aislantes cristalinos. En el Caṕıtulo 2 estudiaremos el modelo SSH

(por sus autores: Su, Schrie↵er y Heeger) que consiste en un aislante cristalino

unidimensional que posee un momento dipolar cuantizado que genera acumulación

de carga en sus extremos. Este modelo lo utilizaremos para introducir ciertos

conceptos fundamentales y también para calcular numéricamente su monopolo y

dipolo eléctrico.

En el Caṕıtulo 3 estudiaremos el modelo QTI (por sus iniciales en inglés: Qua-

drupole Topological Insulator) que consiste en un aislante cristalino bidimensio-

nal cuyo interior no posee un momento dipolar pero śı un momento cuadrupolar

cuantizado. Este momento cuadrupolar induce polarizaciones superficiales (en los

bordes del material), junto con acumulaciones de carga en las esquinas del cristal.

En este modelo calcularemos el monopolo y el dipolo eléctrico en las fronteras de

forma numérica y con estos resultados calcularemos de forma anaĺıtica el momento

cuadrupolar interno haciendo uso de la ec. 1.33.
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Figura 2.18: Vista frontal de una red cristalina unidimensional formada por
aniones y cationes alternados, con dos distintas celdas unitarias tridimensio-
nales. La primera celda unitaria contiene un dipolo anión-catión y la segunda
contiene un dipolo catión-anión. Siendo a la constante de la red cristalina y d
la distancia anión-catión.

Mientras que si calculamos el dipolo en la segunda celda unitaria obtenemos p =

q
+
d
+ + q

�
d
� = +e

a�d
2 � e

a�d
2 = ed� ea, de modo que la polarización estará dada

por P = ed
V � ea

V . Como podemos observar el valor de la polarización depende

de la celda unitaria, por lo tanto si elegimos todas las celdas unitarias posibles,

podremos escribir de manera general la polarización como P = ed
V + n

ea
V , siendo

n cualquier entero y dado que a representa el vector de red R en uno de los ejes,

podemos generalizar a P = ed
V +n

eR
V , donde este segundo término es proporcional

al llamado cuanto de polarización Pq = eR
V y por lo tanto concluimos que la

polarización en un sólido cristalino periódico solo puede ser definida modulo el

cuanto de polarización Pq. Esto se debe a que si movemos una carga electrónica

una distancia proporcional al vector de red R, esto no altera el sistema f́ısico,

debido a la periodicidad del cristal, pero śı cambia la polarización en una cantidad

proporcional a eR
V .

Dado que en el presente proyecto solo trabajaremos con polarizaciones que po-

san sobre un solo eje, necesitaremos reducir este problema a una sola dimensión.

En este caso tendremos V = a y R = a de modo que el cuanto de polarización

se reduce a Pq = e, por lo tanto, podemos concluir que para los modelos en los

que trabajaremos en este proyecto la polarización eléctrica siempre estará definida

modulo e. Además cabe señalar que si normalizamos el volumen de la celda uni-

taria a la unidad, podemos referirnos al dipolo y a la polarización como la misma

magnitud. De esta manera concluimos que en los modelos que estudiaremos en

este proyecto, lo que nos interesa calcular es solo la parte fraccionaria tanto del

monopolo como del dipolo eléctrico.
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Figura 2.17: Dipolo eléctrico formado en el modelo SSH.

2.6. Polarización eléctrica y centros de Wannier

Como vimos en la fig. 2.16, en la fase topológica el aislante cristalino del mode-

lo SSH presenta al lado izquierdo un déficit de carga (-0.5e) y en el lado derecho

un excedente de carga (+0.5e), formando aśı un dipolo eléctrico de 1/2, como se

aprecia en la fig. 2.17. Dado que el modelo presenta acumulación de carga en los

extremos del cristal de la misma magnitud pero con signo opuesto, podemos calcu-

lar este dipolo eléctrico por medio de la ec. 1.18, es decir, por la suma de las cargas

por sus posiciones: p = q
�
d
� + q

+
d
+ = �e

2
�1
2 + e

2
1
2 = 1

2e. Por lo tanto concluimos

que el modelo SSH presenta un dipolo eléctrico de 1/2 en la fase topológica y

de 0 en la fase trivial, ya que como se observa en la fig. 2.15, no existe déficits

ni excedentes de carga en la fase trivial, y como lo mencionamos anteriormente

las partes enteras de la carga eléctrica se anularán con las cargas de los iones del

material.

2.6.1. Cuantización de la polarización (polarization quan-

tum)

Existe cierta indeterminación al definir la polarización (dipolo por unidad de

volumen) en un sólido cristalino, ya que debido a la periodicidad de la red crista-

lina se obtiene una polarización multivaluada. Para ilustrar mejor este concepto

utilizaremos el ejemplo mencionado en la ref. [11], imaginemos que tenemos una

red cristalina unidimensional formada por aniones (-e) y cationes (+e) alternados

con distancia anión-catión de d. A continuación procedemos a introducir el dipo-

lo anión-catión centrado dentro de una celda unitaria tridimensional de volumen

V = a
3 y luego introducimos el dipolo catión-anión centrado dentro de la misma

celda unitaria, como se observa en la fig. 2.18.

Al calcular la polarización para la primera celda unitaria necesitaremos primero

calcular el dipolo eléctrico p = q
�
d
� + q

+
d
+ = �e

�1
2 + e

1
2 = ed, de modo que la

polarización (dipolo por unidad de volumen P = p
V ) estará dada por P = ed

V .
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Figura 2.17: Dipolo eléctrico formado en el modelo SSH.
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utilizaremos el ejemplo mencionado en la ref. [11], imaginemos que tenemos una

red cristalina unidimensional formada por aniones (-e) y cationes (+e) alternados

con distancia anión-catión de d. A continuación procedemos a introducir el dipo-

lo anión-catión centrado dentro de una celda unitaria tridimensional de volumen

V = a
3 y luego introducimos el dipolo catión-anión centrado dentro de la misma

celda unitaria, como se observa en la fig. 2.18.

Al calcular la polarización para la primera celda unitaria necesitaremos primero

calcular el dipolo eléctrico p = q
�
d
� + q

+
d
+ = �e

�1
2 + e

1
2 = ed, de modo que la

polarización (dipolo por unidad de volumen P = p
V ) estará dada por P = ed

V .
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Figura 2.18: Vista frontal de una red cristalina unidimensional formada por
aniones y cationes alternados, con dos distintas celdas unitarias tridimensio-
nales. La primera celda unitaria contiene un dipolo anión-catión y la segunda
contiene un dipolo catión-anión. Siendo a la constante de la red cristalina y d
la distancia anión-catión.

Mientras que si calculamos el dipolo en la segunda celda unitaria obtenemos p =

q
+
d
+ + q

�
d
� = +e

a�d
2 � e

a�d
2 = ed� ea, de modo que la polarización estará dada

por P = ed
V � ea

V . Como podemos observar el valor de la polarización depende

de la celda unitaria, por lo tanto si elegimos todas las celdas unitarias posibles,

podremos escribir de manera general la polarización como P = ed
V + n

ea
V , siendo

n cualquier entero y dado que a representa el vector de red R en uno de los ejes,

podemos generalizar a P = ed
V +n

eR
V , donde este segundo término es proporcional

al llamado cuanto de polarización Pq = eR
V y por lo tanto concluimos que la

polarización en un sólido cristalino periódico solo puede ser definida modulo el

cuanto de polarización Pq. Esto se debe a que si movemos una carga electrónica

una distancia proporcional al vector de red R, esto no altera el sistema f́ısico,

debido a la periodicidad del cristal, pero śı cambia la polarización en una cantidad

proporcional a eR
V .

Dado que en el presente proyecto solo trabajaremos con polarizaciones que po-

san sobre un solo eje, necesitaremos reducir este problema a una sola dimensión.

En este caso tendremos V = a y R = a de modo que el cuanto de polarización

se reduce a Pq = e, por lo tanto, podemos concluir que para los modelos en los

que trabajaremos en este proyecto la polarización eléctrica siempre estará definida

modulo e. Además cabe señalar que si normalizamos el volumen de la celda uni-

taria a la unidad, podemos referirnos al dipolo y a la polarización como la misma

magnitud. De esta manera concluimos que en los modelos que estudiaremos en

este proyecto, lo que nos interesa calcular es solo la parte fraccionaria tanto del

monopolo como del dipolo eléctrico.
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por P = ed
V � ea

V . Como podemos observar el valor de la polarización depende

de la celda unitaria, por lo tanto si elegimos todas las celdas unitarias posibles,

podremos escribir de manera general la polarización como P = ed
V + n

ea
V , siendo

n cualquier entero y dado que a representa el vector de red R en uno de los ejes,

podemos generalizar a P = ed
V +n

eR
V , donde este segundo término es proporcional
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modulo e. Además cabe señalar que si normalizamos el volumen de la celda uni-

taria a la unidad, podemos referirnos al dipolo y a la polarización como la misma

magnitud. De esta manera concluimos que en los modelos que estudiaremos en

este proyecto, lo que nos interesa calcular es solo la parte fraccionaria tanto del

monopolo como del dipolo eléctrico.
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Expected value of the position operator

2.6.2. Centros de Wannier

Como lo mencionamos anteriormente, los centros de Wannier se calculan ob-

teniendo el valor esperado del operador posición, por lo tanto representan las

posiciones de los electrones y serán calculados por medio de la ec. 1.44. En esta

ecuación Resta codificó las posiciones de los electrones dentro de las fases de un

nuevo operador posición, por este motivo a los centros de Wannier también los

llamaremos fases. Como veremos más adelante, es importante que nuestro opera-

dor posición sea compatible con PBC, ya que al cerrar las fronteras los centros de

Wannier se ubican en las posiciones correctas, mientras que al abrirlas los centros

de Wannier se distorsionan.

2.6.2.1. Valor esperado del operador posición

Básicamente para conocer las posiciones electrónicas necesitamos calcular el

valor esperado del operador posición hUxi, sin embargo no cualquier operador

posición Ux funciona con PBC, por lo tanto utilizaremos la ecuación de Resta, pero

con una pequeña modificación. Ya que la ec. 1.44 presenta el operador posición en

función de la longitud de la red cristalina L: Ux ⇠ e
i 2⇡L X̂ , pero en nuestro proyecto

escribiremos el operador posición en función del número de celdas unitarias N :

Ux ⇠ e
i 2⇡N R̂ denotando a R como el contador de celdas unitarias (R = 1, 2, ..., N).

Es decir, no mediremos las posiciones electrónicas en función de la longitud de

la red cristalina L, sino en función del número de celdas unitarias N , lo cual es

completamente equivalente.

Para simplificar la explicación del cálculo del valor esperado del operador posi-

ción hUxi, imaginemos que nuestra red cristalina solamente posee 4 celdas unitarias

(N = 4), las cuales formarán un ćırculo al momento de aplicar PBC, tal como se

muestra en la fig. 2.19.

Primero deberemos construir el operador posición de los electrones para luego

obtener su valor esperado y dado a que el operador posición debe tener en sus

fases la información de las posiciones electrónicas lo podemos definir como

Ux =
NX

R=1

NorbX

↵=1

|R,↵i ei 2⇡N R hR,↵| (2.13)

donde ↵ es el contador de los orbitales por celda unitaria ↵ = 1, ..., Norb, siendo

Norb el número de orbitales por celda unitaria, es decir, el número de sitios por
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Figura 2.19: Esquema de las celdas unitarias (puntos rojos) en red cristalina
con PBC. Siendo N el número de celdas unitarias (N = 4), R el contador de las

celdas unitarias (R = 1, 2, 3, 4) y Ux el operador posición proporcional a e
i 2⇡N R̂.

cada celda unitaria. Dado que el modelo SSH presenta dos sitios por celda, tenemos

Norb = 2.

Si analizamos la ec. 2.13 notaremos que el operador posición Ux corresponde

a una matriz diagonal de orden 2Nx2N , dado que tenemos N celdas unitarias

(R = 1, ..., N) y dos sitios por cada celda unitaria (↵ = 1, 2). Notemos también

que el ket |R,↵i corresponde a una matriz columna de orden 2Nx1, mientras que el

bra hR,↵| corresponde a una matriz fila de orden 1x2N , debido a la multiplicación

de estas matrices obtenemos el orden final de 2Nx2N que corresponde a la matriz

Ux. Por lo tanto, el operador posición Ux será una matriz diagonal de orden igual al

número de sitios totales de la red cristalina o grados de libertad del sistema. Siendo

los dos primeros términos de la diagonal iguales a e
i 2⇡N 1, los siguientes dos términos

iguales a e
i 2⇡N 2 y aśı sucesivamente, dado que los dos primeros sitios pertenecen a

la primera celda unitaria, los siguientes dos a la segunda y aśı sucesivamente.

Ahora para calcular el valor esperado de Ux deberemos considerar que estamos

trabajando con un aislante cristalino, donde los únicos estados que intervienen son

los estados ocupados o estados llenos del sistema, ya que los electrones solo están

presentes hasta el nivel de Fermi. Para lo cual haremos uso del operador proyector

de las bandas ocupadas Pocc, el cual realiza una proyección en el subespacio de

Hilbert de los estados ocupados y está definido como

Pocc =
NoccX

n=1

�� elec
n

↵ ⌦
 

elec
n

�� (2.14)

donde como ya lo mencionamos anteriormente, n es el contador de los estados

ocupados, Nocc es el número de estados ocupados y  elec son los vectores propios

del Hamiltoniano del sistema. Como podemos notar el operador Pocc también
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corresponde a una matriz de orden 2Nx2N , debido a que cada vector propio

del Hamiltoniano tendrá 2N entradas correspondientes a los 2N sitios de la red

cristalina. Además cabe mencionar que el operador proyector se caracteriza por

ser una matriz idempotente (P 2
occ = Pocc) y porque su traza es igual al número de

electrones del sistema.

Por medio del operador proyector de estados ocupados Pocc, procedemos a cal-

cular el valor esperado del operador posición como

hUxi = hPocc|Ux|Pocci . (2.15)

Finalmente para calcular las posiciones electrónicas o centros de Wannier, de-

bemos recordar que dichas posiciones estaban codificadas dentro de las fases del

operador posición Ux. Por lo tanto, el procedimiento para obtener los centros de

Wannier es diagonalizar la matriz hUxi y obtener las fases de sus valores propios,

entendiendo como fase al ángulo entre su parte real e imaginaria. También cabe

mencionar que los valores propios de hUxi tendrán la forma exp
⇥
i
2⇡
N r

⇤
, por lo tanto

para obtener los centros de Wannier r deberemos calcular la fase de dicho valor

propio y dividirla para 2⇡, esta división es importante para obtener los resultados

correctos, tal como lo muestra Resta en la ec. 1.44.

Dado que las matriz hUxi es de orden 2Nx2N al diagonalizarla tendremos 2N

valores propios, de lo cuales la mitad tendrá magnitud igual a 0 y la otra mitad

tendrá magnitud igual a 1, tal como se observa en la fig. 2.20. Por lo tanto las

posiciones de los N electrones del sistema se obtendrán por medio de los valores

propios con magnitud igual a la unidad. Además podemos comprobar que entre

mayor número de celdas unitarias, más cercana a 1 será la magnitud de dichos

valores propios, tal como se observa en la fig. 2.21.

Cabe mencionar que al obtener la fase de un número complejo, Python nos

entrega la fase en el intervalo [�⇡, ⇡], de este modo al dividirla para 2⇡ obtenemos

un número en el intervalo [�0.5, 0.5]. Además dado que el operador posición está

escrito en función de las celdas unitarias Ux ⇠ e
i 2⇡N R es fácil notar que en el

intervalo de [�0.5, 0.5] los centros de cada celda unitaria estarán espaciados entre

ellos una distancia 1/N , por lo tanto para una mejor visualización graficaremos

los centros de cada celda unitaria con ĺıneas grises que nos servirán como ĺıneas

gúıa. Graficando los centros de Wannier con OBC, podemos observar que en fase

trivial los electrones están pegados a los núcleos atómicos, ya que en este caso la

función de onda del electrón está distribuida entre los dos iones, es decir, en la
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Figura 2.24: Centros de Wannier en fase topológica con OBC, todos despla-
zados media celda unitaria. Ĺıneas grises representan los centros de cada celda
unitaria.

Figura 2.25: Electrones junto a sus núcleos en la fase trivial sin producir
dipolo (p = 0) y electrones desplazados media celda unitaria formando dipolo
(p = 1/2) en la fase topológica.

Figura 2.26: Centros de Wannier en función de � con fase trivial en el intervalo:
�1.5  � < �1 y 1 < �  1.5, fase topológica en el intervalo: �1 < � < 1.
Ĺıneas grises representan los centros de cada celda unitaria.
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Figura 2.17: Dipolo eléctrico formado en el modelo SSH.

2.6. Polarización eléctrica y centros de Wannier

Como vimos en la fig. 2.16, en la fase topológica el aislante cristalino del mode-

lo SSH presenta al lado izquierdo un déficit de carga (-0.5e) y en el lado derecho

un excedente de carga (+0.5e), formando aśı un dipolo eléctrico de 1/2, como se

aprecia en la fig. 2.17. Dado que el modelo presenta acumulación de carga en los

extremos del cristal de la misma magnitud pero con signo opuesto, podemos calcu-

lar este dipolo eléctrico por medio de la ec. 1.18, es decir, por la suma de las cargas

por sus posiciones: p = q
�
d
� + q

+
d
+ = �e

2
�1
2 + e

2
1
2 = 1

2e. Por lo tanto concluimos

que el modelo SSH presenta un dipolo eléctrico de 1/2 en la fase topológica y

de 0 en la fase trivial, ya que como se observa en la fig. 2.15, no existe déficits

ni excedentes de carga en la fase trivial, y como lo mencionamos anteriormente

las partes enteras de la carga eléctrica se anularán con las cargas de los iones del

material.

2.6.1. Cuantización de la polarización (polarization quan-

tum)

Existe cierta indeterminación al definir la polarización (dipolo por unidad de

volumen) en un sólido cristalino, ya que debido a la periodicidad de la red crista-

lina se obtiene una polarización multivaluada. Para ilustrar mejor este concepto

utilizaremos el ejemplo mencionado en la ref. [11], imaginemos que tenemos una

red cristalina unidimensional formada por aniones (-e) y cationes (+e) alternados

con distancia anión-catión de d. A continuación procedemos a introducir el dipo-

lo anión-catión centrado dentro de una celda unitaria tridimensional de volumen

V = a
3 y luego introducimos el dipolo catión-anión centrado dentro de la misma

celda unitaria, como se observa en la fig. 2.18.

Al calcular la polarización para la primera celda unitaria necesitaremos primero

calcular el dipolo eléctrico p = q
�
d
� + q

+
d
+ = �e

�1
2 + e

1
2 = ed, de modo que la

polarización (dipolo por unidad de volumen P = p
V ) estará dada por P = ed

V .
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2 = ed, de modo que la

polarización (dipolo por unidad de volumen P = p
V ) estará dada por P = ed

V .
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