Kapitel 7
Quantenelektrodynamik

In diesem Kapitel stelle ich die Dirac-Gleichung vor, nenne die Feynman- Regeln
fiir die Quantenelektrodynamik, entwickle einige niitzliche Rechenwerkzeuge und
leite ein paar der klassischen QFED-FErgebnisse her. Die Behandlung basiert in
groflem Mafle auf Material der Kapitel 2, 8 und 6 sowie auf dem Spin-%-
Formalismus aus Kapitel 4. Seinerseits ist Kapitel 7 die unabdingbare Grund-
lage fir alles, was folgt (so Sie wollen, kénnten Sie allerdings Beispiel 7.8 und
Abschnitt 7.9 mitsamt den dazugehérigen Passagen in den Kapiteln 8 und 9
auslassen).

7.1 Die Dirac-Gleichung

Obwohl das ,ABC“-Modell in Kapitel 6 eine vollig legitime Quantenfeldtheorie ist,
beschreibt es nicht die Wirklichkeit, weil die Teilchen A, B und C den Spin 0 ha-
ben, wohingegen Quarks und Leptonen den Spin % und die Austauschteilchen den
Spin 1 haben. Die Einbeziehung des Spins kann algebraisch beschwerlich sein; des-
halb entschied ich mich, den Feynman-Kalkiil im Zuge einer ,,Spielzeug“-Theorie ein-
zufiihren, die nicht unnétig vom Wesentlichen ablenkt. In der nichi-relativistischen
Quantenmechanik werden Teilchen durch die Schrédingergleichung beschrieben; in
der relativistischen Quantenmechanik werden Teilchen mit Spin 0 durch die Klein-
Gordon-Gleichung, Teilchen mit Spin } durch die Dirac-Gleichung und Teilchen mit
Spin 1 durch die Proca-Gleichung beschrieben. Sind die Feynman-Regeln jedoch erst
einmal aufgestellt, tritt die zugrundeliegende Feldgleichung in den Hintergrund — auf
diese Weise gelangten wir durch Kapitel 6, ohne die Klein-Gordon-Gleichung jemals
zu erwahnen. Bel Spin % aber setzt gerade die Notalion der Feynman-Regeln eine
gewisse Vertrautheit mit der Dirac-Gleichung voraus. Daher werden wir wahrend der
nachsten drei Abschnitte die Dirac-Theorie selbst studieren.

In Kapitel 5 habe ich die Schrodingergleichung ,,hergeleitet®, indem ich von der klas-

sischen Energie-Impuls-Beziehung
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ausging, die Quantenvorschrift

h d

vornahm und den resultierenden Operator auf die ,, Wellenfunktion® 3 wirken lief8:

2
_ I Gy + VU = iha—q' (Schrddingergleichung) (7.3)
2m ot
Die Klein-Gordon-Gleichung kann man in genau derselben Weise erhalten, indem
man mit der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung E? — p?c? = m2¢? beginnt
oder (besser) mit
ppy —m?e? =0 (7.4)

(ich lasse von jetzt an die potentielle Energie fort; wir werden uns an freie Teilchen
halten). Erstaunlicherweise bedarf die Vorschrift (7.2) keiner relativistischen Modifi-
kation; in Viererschreibweise lautet sie

Py — ihau (7.5)
Hier ist*
9, = 2 76
n = Sk ( . )
was heiflen soll, dafl
10 5] 0 0
0o = o 0 = a2 0 = 8_y’ 0z = 5 (7.7)

gilt. Indem wir (7.5) in (7.4) einsetzen und die Ableitungen auf eine Wellenfunktion
1) wirken lassen, erhalten wir

—h*0#*8,4 — miciyp = 0 (7.8)

oder
2

—C%%Tlf + Vi = (Th—c>2 ¥ (Klein-Gordon-Gleichung) (7.9)
Schrodinger entdeckte diese Gleichung offensichtlich vor der nicht-relativistischen, die
seinen Namen tragt; sie wurde schliefilich mit der Begriindung verworfen, daf sie
(aus Griinden, die wir nicht vertiefen brauchen) inkompatibel mit der statistischen
Interpretation von v sei [die besagt, daB8 [[? die Wahrscheinlichkeit ist, das Teilchen
an der Stelle (z,y, z) zu finden]. Es zeigte sich, daB das Grundproblem die Tatsache
war, daB die Klein-Gordon-Gleichung von zweiter Ordnung in ¢ ist.! So nahm sich
denn Dirac vor, eine Gleichung zu finden, die mit der relativistischen Energie-Impuls-
Formel konsistent, aber von erster Ordnung in der Zeit ist. Ironischerweise zeigten

*Der Gradient beziiglich eines kontravarianten Ort-Zeit-Vierervekiors z# ist selbst ein kovari-
anter Vierervektor, woraus die Stellung des Index folgt. Voll ausgeschrieben, lautet Gleichung (7.5)

(E/c,~p) — th (%%, V). Natiirlich gilt analog 8# = 8/8z, (vgl. Aufgabe 7.1).

tBeachten Sie, daB8 die Schridingergleichung (7.3) von erster Ordnung in ¢ ist.
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Pauli und Weisskopf 1934, daf3 die statistische Interpretation in der relativistischen
Quantentheorie fehlerhaft ist,* und setzten die Klein-Gordon-Gleichung wieder an
ihren rechtmé&figen Platz, wahrend sie die Dirac-Gleichung den Teilchen mit Spin %
vorbehielten.

Diracs grundsatzliche Strategie war es, die Energie-Impuls-Beziehung (7.4) zu fakto-
risieren. Das wire einfach, wenn wir es lediglich mit p° zu tun hétten (das heifit, wenn

p Null wire):
(p°)? — m?c? = (p° + me)(p° — me) = 0 (7.10)

Wir erhalten dann zwei Gleichungen erster Ordnung:

(P° ~me)=0 oder (p®+mec)=0 (7.11)

von denen eine jede garantiert, daf p*p, — m2c? = 0 gilt. Aber es ist etwas anderes,

wenn die anderen drei Komponenten von p# mit einbezogen werden; in diesem Fall
suchen wir nach etwas von der Form

(P*pu — m*¢®) = (B%px + me)(v'pr — me) (7.12)
worin 8% und %* acht zu bestimmende Koeffizienten sind.! Multiplizieren wir die
rechte Seite aus, so haben wir

BEy* pepxr — me(B* — v )ps — m?e?

Wir wollen keine Terme, die linear in p. sind, und so miissen wir #* = 4* wéahlen;
also miissen wir Koeffizienten v* finden, so daf3
PPy = 77 pxpa

gilt, was heiflen soll, daB

@)’ =) =’ - = (") + () + () (r*)?
(0% + (°7* +7117%)popr
+(*7 +7*7")pop2 + (°7* + 7% pops
+' Y+ e + (V1 + Y2 pips
+(r*7* +7*v%)paps (7.13)

+

ist. Das Problem ist offenkundig: Wir kénnten v° = 1 und 4! = 42 = 4® = ¢ wihlen,
aber es scheint keinen Weg zu geben, die ,,Mischterme* loszuwerden. An diesem Punkt
hatte Dirac eine brilliante Eingebung: Was ware, wenn die y’s Matrizen anstelle von

*Der wesentliche Punkt ist, dafl eine relativistische Theorie Paarerzeugung und -vernichtung
beriicksichtigen muf}, und folglich ist die Teilchenzahl keine Erhaltungsgrifie.
tFiir den Fall, daB8 die Schreibweise Sie verwirrt, schreibe ich Gleichung (7.12) in ,Langschrift*:

(p0)2 _ (pl )2 _ (p2)2 _ (p3)2 = mZCZ

= (8°%° - B9 = B%p? - B%p° + me)(°p° — 4t P! — 7P —¥°p® — me)
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Zahlen sein wiirden? Da Matrizen nicht kommutieren, kénnen wir moglicherweise
einen Satz finden, so daf

(70)2 =1, (71)2 = (72)2 = (73)2 =-1,
Y A+t =0, firp#v (7.14)
gilt. Oder noch kiirzer:
{v*, 7"} = 24" (7.15)

worin g die Minkowski-Metrik [Gl. (3.13)] ist, und der Ausdruck mit den geschweif-
ten Klammern fiir den Antikommutator steht:

{A,B} = AB + BA (7.16)

Wenn Sie wollen, kénnen Sie versuchen, selbst mit diesem Problem herumzuspielen.
Es zeigt sich, daff es 16sbar i1st, obwohl 4 x 4-Matrizen die kleinsten sind, mit denen
es gelingt. Es gibt viele im wesentlichen dquivalente Satze von ,Gamma-Matrizen®;
wir werden die Standard-Darstellung nach , Bjorken und Drell“ benutzen:!

0 _ 1 0 i _ 0 O'i

worin ¢ (i = 1,2, 3) die bereits eingefiihrten Pauli-Matrizen [Gl. (4.26)] sind, wahrend
1 die 2 x 2-Einheitsmatrix und 0 die 2 x 2-Nullmatrix repréasentieren.*

Als eine 4 x 4-Matrizengleichung kann die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
somit faktorisiert werden:

(p*pu - mzcz) =("ps + mc)('y’\p,\ —me) =0 (7.18)

Wir erhalten nun die Dirac-Gleichung, indem wir einen der beiden Terme ablosen
(es ist eigentlich nicht weiter wichtig, welchen wir dazu nehmen, aber fiir gewShnlich
wahlt man den folgenden — vgl. Aufgabe 7.10):

Ypu—me=0 (7.19)

Als néchstes ersetzen wir wieder p, — th3, [Gl. (7.5)] und lassen das Ergebnis auf
die Wellenfunktion 3 wirken:

thy* 0, — meyy =0  (Dirac-Gleichung) (7.20)
Beachten Sie, dafl ¢ nun eine Spaltenmatrix mit vier Elementen ist:

Y1

| e

= . (7.21)
Py

*Wenn der Kontext keine Zweideutigkeit zulifit, werde ich 1 und 0 in dieser Weise fiir 2 x 2-
oder 4 X 4-Matrizen verwenden; wo erforderlich, ist damit auch eine Einheitsmatrix der entsprechen-
den Dimension gemeint, wie auf der rechten Seite von Gleichung (7.15). Ubrigens, da o nicht der
Raumanteil eines Vierervektors ist, unterscheiden wir nicht zwischen oberem und unterem Index:

ot = o;.
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Wir nennen das einen ,,Bi-Spinor” oder ,,Dirac-Spinor“. (Obwohl er vier Komponenten
enthilt, ist dieses Objekt kein Vierervektor. In Abschnitt 7.3 werde ich Thnen zeigen,
wie er sich beil einem Wechsel der Inertialsysteme transformiert; es wird sich nicht
um eine normale Lorentztransformation handeln.)

7.2 Losungen der Dirac-Gleichung

Lassen Sie uns nun nach einfachen Lésungen der Dirac-Gleichung suchen. Nehmen
wir zunachst an, dafl ¥ ortsunabhdngig ist:

oy Oy Oy

oz Oy Oz 0 (7.22)
Angesichts von Gleichung (7.5) beschreibt das einen Zustand mit Impuls Null (p = 0).
Die Dirac-Gleichung (7.20) vereinfacht sich zu

%7066—;/} —meyp =0 (7.23)
oder 10\ [ dpa/dt me? [da
(o ) Conmran ) == () (7.24)
worin 1[)1
va = («h) (7.25)

fiir die beiden oberen Komponenten und
¢3)
= 7.26
VB ( s (7.26)
fiir die beiden unteren stehen. Somit gilt

0 . 2 0 . 2 )

und die Lésungen sind
Ya(t) = 7N 4(0),  pp(t) = e Miyp(0) (7.28)
Unter Bezug auf Gleichung (5.10) erkennen wir den Faktor
e iR (7.29)

als die charakteristische Zeitabhingigkeit eines Quantenzustands mit der Energie .
Fiir ein ruhendes Teilchen ist £ = mec?, und somit ist ¥4 genau das, was wir fiir
den Fall p = 0 erwartet hiatten. Aber was ist mit 157 Anscheinend reprasentiert es
einen Zustand mit negativer Energie (E = —mc?). Dies ist die beriithmte Katastro-
phe, die ich in Kapitel 1 erwiahnt habe und die Dirac zunéchst zu vermeiden suchte,
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indem er einen unsichtbaren unendlichen ,,See” von Teilchen negativer Energie postu-
lierte, die alle diese unerwiinschten Zustande auffiillen.* Statt dessen interpretieren
wir die ,negative Energie“ nun als Lésungen, die Antiteilchen mit positiver Energie
reprasentieren. Somit beschreibt 14 Elektronen (zum Beispiel), wiahrend yp Positro-
nen beschreibt. Beide sind zweikomponentige Spinoren — gerade richtig fiir ein System
mit Spin % Daraus folgt also, dafl die Dirac-Gleichung mit p = 0 vier unabhéngige
Losungen zulafit (fiir den Augenblick ignorieren wir dabei Normierungsfaktoren):

D = o—i(me?/n)t p2) = gmilme? /)

Y@ = Filme/m)t P = etilme? /) (7.30)

O = OO OO O -
_ OO0 OO O

die jeweils ein Elektron mit Spin up, ein Elektron mit Spin down, ein Positron mit
Spin up und ein Positron mit Spin down beschreiben.
Als néchstes suchen wir nach Lésungen in Form von ebenen Wellen

Y(r, 1) = ae"/MESP Py, p) (7.31)
oder in iibersichtlicherer Schreibweise
¥(z) = ae” /M Py(p) (7.32)

(a ist hier eine Normierungskonstante, die fiir unsere momentanen Absichten irrele-
vant ist, aber spater notwendig sein wird, um konsistente Einheiten zu erhalten.) Wir
hoffen, einen Bi-Spinor u(p) zu finden, so daB ¥(z) die Dirac-Gleichung erfillt. (Zu
diesem Zeitpunkt ist p = (E/c, p) lediglich ein Satz von vier willkiirlichen Parametern,
aber da sie sich als Reprasentanten von Energie und Impuls herausstellen, scheint es
am einfachsten, ihnen von Anfang an die entsprechenden Buchstaben zuzuweisen.)
Weil die z-Abhéngigkeit auf den Exponenten beschrankt ist, gilt

Oy = —%p#ae_(i/h)”"p“u (7.33)

Einsetzen in die Dirac-Gleichung (7.20) liefert

7“puae"(i/ﬁ)”"’u — meae=C/Mery —

*Sie k&nnten fragen, warum wir nicht einfach annehmen, dafl 4 immer Null ist; warum wir die
Losungen mit negativer Energie nicht als , physikalisch inakzeptabel“ bezeichnen und schlichtweg
ignorieren? Leider kdnnen wir das nicht tun. In einem Quantensystem brauchen wir einen vollstdndi-
gen Satz von Zustdnden, und die positiven Energiezustinde allein sind nicht vollstindig. In der
Schrédingergleichung ist das Vorzeichen von ¢ reine Konvention. Hitten wir die andere Wahl ge-
troffen, dann wiirde ¢'Z¢/* den Faktor (7.29) als die charakteristische Zeitabhingigkeit fiir einen
stationdren Zustand der Energie E ersetzen. Die relativistische Quantentheorie zwingt uns beide
Vorzeichen auf, und das impliziert, wenn richtig interpretiert, die Existenz von Antiteilchen.
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oder kurz
(7"pu —me)u=0 (7.34)

Dieser Ausdruck ist unter dem Namen ,,Impulsraum-Dirac-Gleichung® bekannt. Be-
achten Sie, daf} sie rein algebraischer Natur ohne jegliche Ableitung ist. Wenn u Glei-
chung (7.34) erfiillt, dann erfiillt 4 (7.32) die Dirac-Gleichung (7.20).

Nun ist
Er1 0 0 o
L — 0,0 . —_ - — 1.
')’Pu—’YP YP = C(O _1) p(_o. 0)
_ Ele -p-o
_ (p_a _E/c> (7.35)
und somit

(7P — me)u ( (%p_- ;nc) (—_%p—' :-”C) ) ( s )
= (G

worin der Index A wie zuvor die zwei oberen Komponenten und B die beiden unteren
bezeichnen. Um Gleichung (7.34) zu erfiillen, miissen also die Gleichungen

Cc

ta = E 4+ me?

p-o)ug, up (p-o)ua (7.36)

— ¢ (
~ E—mc?
gelten. Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste ergibt

2

= - oPus o
Aber .
0 1 0 —¢ 1 0
peo = (0 ) en (2 ) an (D 2)
- (ot *5") 38
so dafl

(p-o)? = ( P; + (pr = py)(ps +ipy) - P2(Pe = ipy) = P2 (P2 —ipy) ) _p? A
p=(pz +1ipy) — P:(Pz +ipy)  (Po + ipy) (P2 — ipy) +p;

(7.39)
wird, wobei 1 die 2 x 2-Einheitsmatrix ist (dieses eine Mal explizit geschrieben). Somit
ist -
_Pc__.
E? — m2ct

ua A (7.40)
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und folglich*
E? —m?ct = p*c? (7.41)

Um also die Dirac-Gleichung zu erfiillen, miissen £ und p der gewshnlichen relativi-
stischen Energie-Impuls-Beziehung gehorchen. Das kann schwerlich dberraschen, aber
es ist interessant zu sehen, wie die Dirac-Gleichung diese Notwendigkeit untermauert.
Als Gleichung fiir £ erlaubt (7.41) zwei Losungen:

m2ct + p?c? (7.42)

Die positive Wurzel gehdrt zu Teilchenzustinden und die negative Wurzel zu Anti-
teilchenzustanden.

Indem wir zu Gleichung (7.36) zuriickkehren und (7.38) hinzuziehen, ist es ein leich-
tes, die vier unabhéngigen Losungen der Dirac-Gleichung (fiir den Augenblick ohne
Normierungsfaktoren) zu konstruieren:

. 1 . c 1 c 8
1) Wahl = t = -
(1) Wehle v, (0) olstup = F @ ”)() E+mc2(px+z'py)

. 0 . ¢ 0 c Pz — Py
(2) Wihle Uy = <1>, so 1st up = m(p (1) = m( —p,

. _ 1 . _ ¢ 1y ¢ Pz
(3) Wahle up = (0), so ist uy = e (p-o) (0) el (px 4 ipy>

N 0 . c 0 c e — 1
(4) Wahle up = ( ), soist ug = ———(p+ o ( ) Tt (p —pzpy)

E —me? 1

(7.43)

Fir (1) und (2) missen wir das Pluszeichen aus Gleichung (7.42) nehmen, sonst geht
up fiir p — 0 gegen unendlich; dies sind offensichtlich Losungen fiir Teilchen. Fiir (3)
und (4) missen wir hingegen das Minuszeichen verwenden; dies sind Zustdnde von
Antiteilchen. Es ist niitzlich, die Spinoren derart zu normieren, daf8 gilt:!

ufu = 2|E|/c il (7.44)

worin das Kreuz die adjungierte {(oder ,hermitesch-konjugierte) Matrix bezeichnet:

= uf — (a*,@*')’*&*)

N2> R

*Gleichung (7.40) wiirde auch u4 = 0 als Lésung erlauben; dieselbe Herleitung jedoch, beginnend
mit den Gleichungen (7.36), aber mit Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung, liefert Gleichung
(7.40) mit up anstelle von w 4. Somit gilt Gleichung (7.41), es sei denn, u4 und up sind beide Null
(und in diesem Fall hitten wir iiberhaupt keine Lésung).

tBigentlich gibt es in der Literatur drei unterschiedliche Konventionen: utu = 2|E|/c (Halzen und
Martin), vtu = |E|/mc? (Bjorken und Drell) v'u = 1 (Bogoliubov und Shirkov). In diesem einen
Fall weiche ich von Bjorken und Drell ab, deren Wahl unechte Schwierigkeiten aufwirft, wenn m — 0
geht.
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so daf
wlu = | +|8° + 71> + |5]° (7.45)

ist. Somit sind die vier Lésungen:

1 0
) 0 @ !
ul) =N c(p.) , w =N | c(pe—ipy)
E+me Etme?
c(pz+ipy) o(=ps)
E+mec? E+mc?

(mit E = \/m?c* + p2c?),

c(pz) (pz—ipy)

(e tiny) 55y

u® = N —rgiim“ , =N | B
0
0 1

(mit B = —/m2ct + p2c?), (7.46)

und die Normierungskonstante ist (vgl. Aufgabe 7.3)

N = B+ me)/c (7.47)

Sie konnten vermuten, daf8 u(!) ein Elektron mit Spin up beschreibt, u(®) ein Elektron
mit Spin down und so weiter, aber das ist nicht ganz der Fall. Fiir Dirac-Teilchen sind
die Spin-Matrizen [in Verallgemeinerung von (4.21)]

h . o 0
5_52, m1t2:< 0 o-) (7.48)
und es ist einfach zu zeigen, dafl u(!) beispielsweise kein Eigenzustand von %, ist.
Wenn wir jedoch die z-Achse so orientieren, daf sie entlang der Bewegungsrichtung
zeigt (das heiBt p, = p, = 0), dann sind «(*), u(®), u(® und u(*) Eigenspinoren von
S.; uM und u® sind Spin up, und «® und 4 sind Spin down* (Aufgabe 7.6).

Weiter oben sagte ich, da E und p [in Gl. (7.31)] mathematische Parameter sind, die
physikalisch mit Energie und Impuls iibereinstimmen, und das ist fiir die Elektronen-
zustinde u(V) und w(® auch véllig richtig. Das E in u(®) und «(*) kann hingegen nicht
fiir die Energie eines Positrons stehen; alle freien Teilchen, ob Positron oder Elektron,
haben positive Energien. Die Losungen mit ,negativer Energie“ miissen neu inter-
pretiert werden als Zustande von Antiteilchen positiver Energie. Um diese Losungen

*In der Tat ist es unmdglich, Spinoren zu konstruieren, die Gleichung (7.34) erfiillen und gleich-
zeitig Eigenzustdnde von S, sind (mit Ausnahme des Spezialfalls p = p.£). Der Grund dafiir ist, daf§
S selbst keine Erhaltungsgréfie ist; nur der Gesamtdrehimpuls L + S ist erhalten (vgl. Aufgabe 7.8).
Es ist méglich, Eigenzustande der Helizitdit X-p zu konstruieren (es gibt keinen Bakndrehimpuls um
die Bewegungsrichtung),-aber diese sind eher unhandlich (vgl. Aufgabe 7.7), und in der Praxis ist es
leichter, mit den Spinoren (7.46) zu arbeiten, obgleich ihre physikalische Interpretation nicht sauber
ist. Alles, was wirklich z&hlt, ist, einen vollstindigen Satz von Lésungen zu haben.
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durch die phystkalische Energie und den Impuls des Positrons auszudriicken, dndern
wir die Vorzeichen von E und p:

W(r,t) = ae/ME=P " Ty(—E —p) [fiir die Lésungen (3) und (4)] (7.49)

Notabene: Das sind immer noch dieselben alten Losungen der Dirac-Gleichung; ich
habe lediglich eine andere Vorzeichenkonvention fiir die Parameter angenommen -
eine, die besser zu ihrer physikalischen Interpretation pafit.* Es ist {iblich, den Buch-
staben v fiir Positronzustande zu benutzen, ausgedriickt in physikalischer Energie und
Impuls:t

c(Ep,—ipgl!

+mec

V(B p) = uD(—E,—p) =#N m)f :

VO(E,p) = —uP(-F,—p) = fpN | Find |

(mit £ = /m2ct + p2c?) (7.50)

Von jetzt an werde ich u(® und u(¥) nie wieder erwihnen; die Losungen, die wir be-
nutzen werden, sind u(1), x(?) (die die zwei Spinzustinde eines Elektrons mit Energie
E und Impuls p darstellen) und (D) y(2) (fiir die beiden Spinzusténde eines Positrons
mit Energie £ und Impuls p). Beachten Sie: Wiahrend die u’s die Impulsraum-Dirac-
Gleichung (7.34) in der Form

(¥*pp—me)u=0 (7.34)
erfiillen, sind die v’s mit umgekehrtem Vorzeichen von p, Losungen der Gleichung
(Y*pu + meW@= 0 (7.51)

Ebene Wellen sind iibrigens ziemlich spezielle Losungen der Dirac-Gleichung. Sie sind
allerdings die, fiir die wir uns interessieren, weil sie Teilchen mit bestimmten Ener-
gien und Impulsen beschreiben, und dies sind in einem typischen Experiment die
kontrollier- und mefibaren Parameter. )

*Wenn es Sie stért, die Schreibweise ,mittendrin* so einfach zu adndern, gehen Sie zuriick zu
Gleichung (7.32) und nennen Sie es gar nicht erst p* — nennen Sie es k# (oder dhnlich). Setzen Sie
dann am Ende k° = E/c¢, k = p fiir die Lésungen (1) und (2), k° = —E/c¢, k = —p fiir die Lésungen
(3) und (4). .

Normalerweise wird »(1) mit u(*) und v(2) mit —u(3®) assoziiert. Im speziellen Fall p; = p, =0
ist dann +{!) Spin down und +{?) ist Spin up. Das erscheint zunichst albern, aber es gibt einen Grund
dafiir: Der Operator fiir die Ladungskonjugation fiihrt ein Elektron mit Spin up in ein Positron mit
Spin down iiber, so dafl auf diese Weise u(l), (1) /Teilchen-Antiteilchen-Paare® sind wie auch u(z),
() (vgl. Aufgabe 7.9).
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7.3 Bilineare Kovarianten

In Abschnitt 7.1 habe ich erwshnt, dafl sich die Komponenten eines Dirac-Spinors
nicht wie ein Vierervektor transformieren, wenn man von einem Inertialsystem zu
einem anderen iibergeht. Wie aber transformieren sie sich dann? Ich werde das hier
nicht ausarbeiten, sondern lediglich das Ergebnis angeben:?> Wenn wir zu einem Sy-
stem iibergehen, das sich mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt, so lautet
die Transformationsregel

Y- =S¢ (7.52)
worin S die folgende 4 x .4-Matrix ist:
— 0,1 _ ay a-o
S=ay+a-yy = ( oor s ) (7.53)

mit

ag = i,/%(y +1) (7.54)

und, wie gewohnt, vy = 1/+4/1 — v%/c2.
Nehmen wir an, wir wollen eine skalare Gréfle aus einem Spinor ¢ konstruieren. Es
wire nur natiirlich, den Ausdruck

¥
vl = i) | 2| = Pl e e (7.55)

(2

zu versuchen. Leider ist das kein Skalar, wie sich durch Anwenden der vorstehenden
Transformationsregel leicht priifen 1a8t:*

(1) = (W) = ¢1S1Sy # (¥9) (7.56)

Tatséchlich ist (vgl. Aufgabe 7.11):

t 2 1 —toy

S'S=8"=4« v e #1 (7.57)
—20'1 1

Natiirlich ist auch die Summe der Quadrate der Elemente eines Vierervektors nicht in-

variant; fiir die riumlichen Komponenten brauchen wir Minuszeichen [Gl. (3.12)]. Mit

etwas Ausprobieren werden Sie entdecken, dafl wir im Fall der Spinoren Minuszeichen

*Beachten Sie, dafl die Transponierte eines Produkts das Produkt der Transponierten in umge-
kehrter Rethenfolge ist:

(AB)]; = (AB);i = A;xByi = B A}, = (BTAT);;
Dasselbe gilt fiir die hermitesch Konjugierte: ‘
(AB)t = BtAl
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fiir die dritte und vierte Komponente brauchen. Gerade so, wie wir kovarianie Vie-
rervektoren einfiihrten, um in Kapitel 3 die Vorzeichen im Auge zu behalten, fithren
wir nun den adjungierten Spinor ein:

b=yl = (I v5 —93 o)) (7.58)
Ich behaupte, dal die Grofie
b = P10 = [9hi]* + ol — [wa]? — |a]? (7.59)
eine relativistische Invariante ist. Denn ST4%S = 4° (Aufgabe 7.11) und folglich ist
(Y9) = (@) = 918195y = 910y = gy (7.60)

In Kapitel 4 haben wir Skalare von Pseudoskalaren gemafl ihres Verhaltens unter
der Paritatstransformation zu unterscheiden gelernt: P : (z,y,2) — (-2, —y, —2).
Pseudoskalare andern ihr Vorzeichen; Skalare tun das nicht. Es ist nur natiirlich, sich
zu fragen, ob w1 von der ersten oder zweiten Art ist. Zuerst miissen wir wissen,
wie sich Dirac-Spinoren unter P transformieren. Wieder werde ich keine Herleitung
liefern, sondern einfach das Ergebnis hinschreiben:3

b=y =7 (7.61)
Daraus folgt, daf
($¥) = ()% = 1 (") 090 = ¢lyy = ¢y (7.62)

und somit ist (%) invariant unter P; es ist ein ,echter® Skalar. Aber wir konnen aus
¥ auch einen Pseudoskalar machen:

) (7.63)

. 0 1
v =iy = ( 1 0 ) (7.64)

Ich werde Sie priifen lassen, ob er Lorentz-invariant ist (Aufgabe 7.12). Was sein
Verhalten unter der Paritatsoperation angeht, so gilt

($7°9) = ()79 = 917y % = 9Ty %y (7.65)
(Ich habe den Umstand ausgenutzt, daf (y°)? = 1ist.) Nun ist das 4° auf der ,falschen

Seite“ von 7°, aber wir kénnen es ,nach vorn ziehen“, wenn wir beachten, dal es mit
71, 4% und 4% antskommutiert [Gl. (7.15)] und mit sich selbst (natiirlich) kommautiert
(7% = =7°7%, 27 = =7%9%, ¥19° = =%, 1%9° = 1°97), so daB gilt

7*77 =iy = (1P (0 *0) = 0
Auf dieselbe Weise antikommutiert +® mit allen anderen y-Matrizen:

{(+*,7°} =0 (7.66)
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Wie auch immer, es gilt
W7°9) = —¢1"7°y = —(¥7°y) (7.67)

also ist es ein Pseudoskalar.

Alles zusammengenommen, gibt es 16 Produkte von der Art ¢}¢; (jeweils eine Kom-
ponente von ¥%* und eine von ¥), da ¢ und j von 1 bis 4 laufen. Diese 16 Komponenten
konnen in verschiedenen Linearkombinationen zusammenaddiert werden, um Groéfen
mit bestimmten, und zwar den folgénden Arten des Transformationsverhaltens zu
erhalten:

(1) 41 = Skalar (eine Komponente)
(2) 1/3751# = Pseudoskalar (eine Komponente)
(3) ¥y*4 = Vektor (vier Komponenten) (7.68)
(4) ¥y*y°¢ = axialer Vektor (vier Komponenten)
(5) %oy = antisymmetrischer Tensor (sechs Komponenten)
mit )
i
o = 5(7‘“7" —7"*) (7.69)

Das liefert uns 16 Terme, so daB wir auf diese Weise alle méglichen Kombinationen
gefunden haben. Man kann zum Beispiel keinen symmetrischen Tensor konstruieren,
der beziiglich %* und ¢ bilinear wére, und sucht man nach einem Vektor, so ist 1y#
der einzige Kandidat.* (Eine weitere Betrachtungsweise ist diese: 1, v%, v#, ¥#4° und
o*” bilden eine ,Basis“ fiir den Raum aller 4 x 4-Matrizen; jede 4 x 4-Matrix kann
als Linearkombination dieser 16 Terme geschrieben werden. Sollten Sie insbesondere
Jjemals auf ein Produkt von vielleicht fiinf 7},Matrizen stoflen, so kénnen Sie sicher
sein, daB es auf das Produkt von lediglich 2W& reduziert werden kann.) Verweilen
Sie ein wenig, um die Schreibweise in (7.68) zu bewundern. Der tensorielle Charak-
ter der bilinearen Kovarianten und sogar ihr Verhalten unter der Paritdtsoperation
werden auf einen Blick deutlich: 9yt sieht wie ein Vierervektor aus und ist auch
einer. Aber y# fir sich ist sicherlich kein Vierervektor; es ist ein Satz von vier fe-
sten Matrizen (7.17); sie verandern sich nicht, wenn man zwischen unterschiedlichen
Inertialsystemen wechselt — es ist ), das sich dndert.

7.4 Das Photon

In der klassischen Elektrodynamik werden das elektrische und magnetische Feld (E
und B) durch eine Ladungsdichte p und eine Stromdichte J hervorgerufen, die durch

*Beachten Sie, dafl 704 = 140404 = e ist, so daB ¢ty eigentlich die nullte Komponente
eines Vierervektors darstellt. Das ist der Grund, warum die Normierungskonvention (7.44), die zwei-
fellos seinerzeit merkwiirdig anmutete, tatsichlich sehr verniinftig ist. Indem wir u!u auf die nullte
Komponente des Vierervektors p# normieren, erhalten wir eine relativistisch ,,neutrale* Konvention
(vgl. Aufgabe 7.14). Ubrigens hat 1% wie auch in der nicht-relativistischen Quantenmechanik die
Einheit (Volumen)~, so daf die Konstante a in Gleichung (7.31) die Einheit mc(h™2/2) hat.
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die Maxwell-Gleichungen bestimmt sind:*

{ (i) V-E=4mp (i) V-B=0 }
.. 16B 10E 4n
VXE+-——= 3 —-——— =
(%) x E+ parY 0 (v) VxB vy . J
In relativistischer Schreibweise bilden E und B zusammen einen antisymmetrischen

Tensor zweiter Stufe, den , Feldstarketensor® F#¥:

(7.70)

0 -E, —-E, —E,
E. 0 -B, B,

uy
=l 5 o LA (7.71)
E, =B, B, 0
(das heifit, FO' = —E,, F!'? = —B, usw.), wihrend p und J einen Vierervektor
bilden:
J# = (ep,J) (7.72)

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen [(i) und (iv)] kénnen nun noch eleganter ge-
schrieben werden (Aufgabe 7.18):

B, " = %”J" (7.73)

Aus der Asymmetrie von F#¥ (das heifit: F¥# = —F#¥) folgt (Aufgabe 7.18), dafl J#
divergenzlos ist:
O, J" =0 (7.74)

Oder, in der Dreiervektor-Schreibweise: V - J = —@p/0¢; dies ist die ,Kontinuitits-
gleichung®, die die lokale Ladungserhaltung ausdriickt (Aufgabe 7.19).

Was die homogenen Maxwell-Gleichungen angeht, so ist (iii) dquivalent zu der Aus-
sage, dafl B als die Rotation eines Vektorpotentials A geschrieben werden kann:

B=VxA (7.75)
Damit wird (i1) zu
10A
Vx|E+=-—"+)= 7.7
X ( + . Bt) 0 (7.76)

was gleichbedeutend damit ist, daB E + (1/¢)(0A/dt) als Gradient eines skalaren
Potentials V' geschrieben werden kann:

E=-VV---2= (7.77)

In relativistischer Schreibweise werden die Gleichungen (7.75) und (7.77) zu
FHY =gt AY — 0¥ AH (7.78)

*Dieser Abschnitt setzt einige Vertrautheit mit der klassischen Elektrodynamik voraus; die Ab-
sicht ist, die Beschreibung von Photonen in der Quantenelektrodynamik plausibler zu machen, aber
wenn Sie das nicht verstehen, sollten Sie direkt zu Abschnitt 7.5 weitergehen. Wie immer benutze
ich (CGS-) GauB-Einheiten.
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mit

AP =(V, A) (7.79)
In Abh8ngigkeit dieses Viererpotentials lauten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
(7.73):

0,01 AY — §” (9, A*) = 4%1" (7.80)

In der klassischen Elektrodynamik sind die Felder die physikalischen Grofien; die Po-
tentiale sind lediglich niitzliche mathematische Konstruktionen. Der Vorteil der For-
mulierung iiber Potentiale liegt darin, daf} sie automatisch die homogenen Maxwell-
Gleichungen berticksichtigen: Sind Gleichungen (7.75) und (7.77) erfiillt, folgen (ii)
und (iit) augenblicklich, egal, wie V und A aussehen mogen. Damit bleibt uns ledig-
lich die inhomogene Gleichung (7.80), um die wir uns Sorgen machen miissen. Der
Nachteil der Formulierung iiber Potentiale ist, daf3 V' und A nicht eindeutig bestimmt
sind. In der Tat macht Gleichung (7.78) deutlich, da8 neue Potentiale der Form

Al = Ay + 0 (7.81)

(worin X irgendeine Funktion von Ort und Zeit ist) das gleiche leisten wiirden, da
OF AV — §Y AH = 9# AY — §¥ A ist. Eine solche Potentialinderung, die keine Auswir-
kung auf die Felder hat, wird Fichiransformation genannt. Wir kénnen diese Eich-
freiheit ausnutzen, um eine weitere Forderung an das Potential zu stellen:*

B AM =0 (7.82)

Dies ist die Lorentz- Konuvention; mit ithr werden die Maxwell-Gleichungen (7.80) noch

einfacher: 4
DA* = ?ﬂ]“ (7.83)

Hierin ist O = 0#8, = 21559—; — V?, das ist der sogenannte d’Alembert-Operator.
Selbst die Lorentz-Konvention spezifiziert A* jedoch nicht vollstindig. Weitere
Eichtransformationen sind moglich, ohne da Gleichung (7.82) verdndert wird, vor-
ausgesetzt, daB die Eichfunktion A die Wellengleichung erfiillt:

OA =0 (7.84)

Leider gibt es keinen sauberen Weg, die verbleibende Mehrdeutigkeit von A* zu eli-
minieren, und man kann entweder (1) mit der Unbestimmtheit leben, was bedeutet,
dafl man unechte Freiheitsgrade mitschleppt, oder (2) eine weitere Einschrankung
einfiihren, die die offenkundige Lorentz-Kovarianz der Theorie verdirbt. Beide Ansétze
sind bei der Formulierung der Quantenelektrodynamik verwendet worden; wir werden
der zweiten Variante folgen. Im Vakuum, wo J# = 0 ist, wihlen wir (vgl. Aufgabe

7.20)
A9 =0 (7.85)

Die Lorentz-Konvention lautet dann

V-A=0 (786)
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Diese Wahl (die Coulomb- Eichung) ist sympathisch einfach, aber indem wir eine Kom-
ponente (A°) explizit festlegen, beschriankt sie uns auf ein bestimmtes Inertialsystem
(oder zwingt uns, mit jeder Lorentz-Transformation eine Eichtransformation vorzu-
nehmen, um die Coulomb-Eichbedingung wiederherzustellen). In der Praxis ist das
sehr selten problematisch, aber von einem &sthetischen Standpunkt aus ist es unbe-
friedigend.

In der Quantenelektrodynamik wird A# die Wellenfunktion des Photons. Das freie
Photon erfiillt Gleichung (7.83) mit J# =0

OA* =0 (7.87)

die wir in diesem Zusammenhang als Klein-Gordon-Gleichung (7.9) fiir ein masseloses
Teilchen erkennen. Wie im Fall der Dirac-Gleichung suchen wir nach Lésungen ebener
Wellen mit dem Impuls p = (E /¢, p):

AP () = ae~ /PP ek (p) (7.88)

Hier ist ¢* der Polarisationsvekor — er charakterisiert den Spin des Photons — und a
ist ein Normierungsfaktor. Einsetzen von Gleichung (7.88) in Gleichung (7.87) liefert
eine Einschrankung von p#:

pp, =0, so dafl FE = |p|c (7.89)

die, wie es sein sollte, fiir ein masseloses Teilchen gilt.
€# seinerseits hat vier Komponenten, die aber nicht alle unabhingig sind. Die Lorentz-
Konvention (7.82) verlangt, da

ple, =0 (7.90)

ist. Dariiber hinaus haben wir in der Coulomb-Eichung
=0, €e:p=20 (7.91)

das heifit, da8 der Polarisations-Dreiervektor (€) senkrecht auf der Bewegungsrichtung
steht; wir sagen, daf} ein freies Photon {ransversal polarisiert ist. Aus diesem Grund
ist die Coulomb-Eichung auch unter dem Namen transversale Eichung bekannt. Nun
gibt es zwel linear unabhingige Dreiervektoren, die senkrecht auf p stehen; wenn p
beispielsweise in die z-Richtung zeigt, konnten wir

€1y =(1,0,0), €2 =(0,1,0) (7.92)

wihlen. Folglich bleiben uns anstelle von vier unabhingigen Ldsungen fiir einen ge-
gebenen Impuls (zu viele fiir ein Teilchen mit Spin 1) lediglich zwei. Das scheinen
zu wenige zu sein: sollte das Photon nicht drei Spinzustinde haben? Die Antwort ist
Nein: ein massives Tellchen mit Spin s erlaubt 2s+1 verschiedene Spinorientierungen,
aber ein masseloses Teilchen hat, unabhingig von seinem Spin (mit Ausnahme von
s = 0, mit lediglich einer) nur zwei Orientierungen. Entlang seiner Bewegungsrich-
tung kann es nur m; = +s oder m; = —s haben; seine Helizitat kann, mit anderen
Worten, nur +1 oder —1 betragen.”

*Photonzustinde mit m s = %1 entsprechen rechts- und links-zirkularer Polarisation; die entspre-
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7.5 Die Feynman-Regeln fiir die Quantenelektro-
dynamik

In Abschnitt 7.2 fanden wir, daf} freie Elektronen und Positronen mit Impuls p =
(E/c,p), E = \/m?c* + p2c?, durch folgende Wellenfunktionen dargestellt werden:*

Elektronen Positronen
P(e) = ae”FMPTy(8)(p) P(e) = ael/MPey(s)(p) (7.93)

worin s = 1,2 fiir die beiden Spinzustinde steht. Die Spinoren u(*) und »(*) erfiillen
die Impulsraum-Dirac-Gleichungen:

(v*pu —mec)u =10 (Y*pu + me)v =0 (7.94)

und ihre Adjungierten, u = uty? o = v!y0, erfiillen

u(y py —me) =0 (7" pu + me) =0
Sie sind orthogonal
gy =g 3Dy =0 (7.95)
normiert
au = 2me = —2me (7.96)

und wvollstindig insofern, als

Z u®al®) = (v#p, 4+ me) Z v5() = (y#p, —me)  (7.97)

s=1,2 s=1,2

gilt (vgl. Aufgabe 7.22). Die Gleichungen (7.46) und (7.50) geben einen bequemen ex-
pliziten Satz (u(!), w(?) (1) 4(2) an. Fiir gewshnlich werden wir iiber Elektron- und
Positronspin mitteln, und so ist es nicht weiter wichtig, daf es sich dabei um keine
reinen Spin-up- und Spin-down-Zustande handelt; alles, was wir wirklich brauchen,
ist Vollstandigkeit. Fiir das bisweilen vorkommende Problem, da8 die Spins festge-
legt sind, miissen wir natiirlich die entsprechenden Spinoren fiir den jeweiligen Fall
benutzen.

chenden Polarisationsvektorensind e+ = F(e; + icg)/ﬁ. Beachten Sie, dafl wir die unphysikalische
Lésung (ms = 0) durch die Festlegung einer bestimmten Eichung eliminieren. Wiirden wir einen ,ko-
varianten* Ansatz erlauben, in dem wir es vermeiden, die Coulomb-Eichbedingungen anzuwenden,
gibe es in der Theorie longitudinal freie Photonen. Aber diese ,,Geister* koppeln an gar nichts und
beeintrichtigen die Endergebnisse in keinster Weise.

*Um diesen Abschnitt fiir spiteres Nachschlagen so abgeschlossen wie méglich zu halten und
um gleichsam die Ahnlichkeiten und Unterschiede in den Theorien von Elektronen, Positronen und
Photonen zu betonen, beginne ich mit einer Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse fritherer
Abschnitte. Der Prignanz halber spreche ich von ,Elektronen® und ,,Positronen®, aber es kénnten
genausogut u~ und pt oder 7~ und 7t oder (mit den entsprechenden elektrischen Ladungen)
Quarks und Antiquarks sein — kurz, jegliche Punktladung mit Spin %
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Ein freies Photon mit Impuls p = (E/c,p), £ = |ple, wird seinerseits durch die
Wellenfunktion

Photonen
At(@) = aemCMPE (7.98)

dargestellt, worin s = 1,2 fiir die Spinzustande (oder ,,Polarisierungen“) des Photons
steht. Die Polarisationsvektoren cé‘s) geniigen der Impulsraum-Lorentz- Konvention:

e“p, =0 (7.99)
Sie sind orthogonal insofern, als dafl
el euz) = 0 (7.100)
gilt und normiert .
te,=1 (7.101)
In der Coulomb-Eichung gilt
=0, e-p=0 (7.102)

und die Polarisations-Dreiervektoren gehorchen der Vollstandigkeitsrelation (Aufgabe
7.23)
D (e)ilelsy))i = 655 — bibj (7.103)
s=1,2
Ein niitzliches explizites Paar (6(1), €(2)) ist in Gleichung (7.92) angegeben.
Um die Amplitude M, die zu einem bestimmten Feynman-Diagramm gehért, zu be-
rechnen, gehe man wie folgt vor:

1. Schreibweise. Numerieren Sie die ein- und auslaufenden Viererimpulse
P1,P2, - - -, Pn und die zugehdrigen Spins s1, s3, .. ., s, durch; numerieren Sie die
internen Viererimpulse ¢1,¢qs, . ... Weisen Sie den Linien wie folgt Pfeile zu: die
Pfeile an exfernen Linien zeigen an, ob es sich um ein Elektron oder ein Positron
handelt; Pfeile an internen Linien werden so zugeordnet, dafy die ,Flurichtung*
durch das Diagramm erhalten bleibt (d.h., jeder Vertex mu8 einen einlaufenden
und einen auslaufenden Pfeil besitzen). Die Pfeile an externen Linien von Photo-

nen zeigen ,,vorwarts“; fiir interne Linien von Photonen ist die Wahl freigestellt.
(Vgl. Abb. 7.1.)

2. Ezterne Linien. Externe Linien tragen folgende Faktoren bei:

' Einlaufend ( A )
Elekironen: { Auslaufend (/ )i
Positronen: Binlaufend ( / )19

051 : Auslaufend ( s ) :
_ Einlaufend (,.f" Jret
Photonen: { Auslaufend ((v-" ) et
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Ps, Sg

Pa:Sa iL Pg. Sg
// \\
/ \
[ )
\ /
\\ P 7
- Abbildung 7.1: Ein typisches QED-Diagramm mit
durchnumerierten externen Linien. (Interne Linien sind
pi.s, py.s; micht abgebildet.)

Py.$8;

3. Vertexfakioren. Jeder Vertex trigt einen Faktor
iger”

bei. Die dimensionslose Kopplungskonstante g. hangt mit der Ladung eines

Positrons zusammen: g, = ey/47/he = V/4no. *

4. Propagatoren. Jede interne Linie tragt einen Faktor bel wie folgt:

(7" qu + me)
q2 _ m2c2
Ziuy
qZ

Elekironen und Positronen:

Photonen:

5. Energie- und Impulserhaltung. Schreiben Sie fiir jeden Vertex eine Deltafunktion
der Form

(27)46% (k1 + kg + k3)

worin die k’s die in den Vertex einlaufenden Viererimpulse sind (sofern ein Pfeil
auswdrls zeigt, ist k der negative Viererimpuls der Linie, es sei denn, es handelt
sich um & = P’o‘slftronenT). Dieser Faktor sorgt fiir die Erhaltung der
Energie und des Impulses am Vertex.

*In Heaviside-Lorentz-Einheiten, wo % und c gleich 1 gesetzt sind, ist g die Ladung des Po-
sitrons und wird daher in den meisten Texten mit ,e“ bezeichnet. Ich verwende in diesem Buch
Gaufl-Einheiten und behalte alle Faktoren i und ¢ bei. Der einfachste Weg, Schwierigkeiten mit
den richtigen Einheiten zu vermeiden, ist, alle Ergebnisse in Abh&ngigkeit der universellen, dimen-
sionslosen Grofle o auszudriicken. Indem ich die Feynman-Regeln fiir die QED hinschreibe, setze ich
voraus, dafl wir es mit Elektronen und Positronen zu tun haben. Im allgemeinen ist die Kopplungs-

konstante der QED —gq+/ 4w /hc, worin g die Ladung des Tetlchens (im Gegensatz zum Antiteilchen)

ist. Fiir Elektronen wire ¢ = —e, aber fir ,up-“Quarks, zum Beispiel, wire ¢ = %e.

tDas Problem an dieser Stelle ist, daf3 von den Pfeilen verlangt wird, zwei Pflichten zu erfiillen: Sie
bedingen die Konvention fiir das Vorzeichen des Impulses, und im Fall von externen Fermionlinien
sagen sie einem, ob es sich um ein Teilchen oder ein Antiteilchen handelt (bei internen Linien brauchen
wir diese Unterscheidung nicht). Letztere Rolle hat den Vorrang, so daf die ,positive” Richtung fiir

den Impuls externer Positronen der Richtung des Pfeils entgegengesetzt ist.
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6. Integration dber interne Impulse. Schreiben Sie fiir jeden internen Impuls g einen

Faktor
dq
2y

und integrieren Sie.

7. Streichen der Deltafunktion. Das Ergebnis wird einen Faktor enthalten von der
Art
(2m)*6%(p1 +p2 + -+ — pn)

der der allgemeinen Energie-Impulserhaltung entspricht. Streichen Sie diesen
Faktor, und iibrig bleibt —iM.

Wie zuvor ist das Procedere, alle Diagramme aufzuschreiben, die zu dem fraglichen
Prozefl beitragen (bis zu der gewiinschten Ordnung), die Amplitude (M) fiir jedes
zu berechnen und sie danach zur Gesamtamplitude aufzuaddieren, die anschliefend
in die entsprechende Formel fiir den Wirkungsquerschnitt oder die Lebensdauer ein-
gesetzt wird. Es gibt lediglich eine Neuerung: Die Antisymmetrisierung der Fermion-
Wellenfunktion bedingt, dafl wir bei der Kombination von Amplituden, die sich allein
durch den Austausch zweier identischer externer Fermionen unterscheiden, ein Mi-
nuszeichen einsetzen. Es ist vollig egal, welchem Diagramm Sie das Minuszeichen
zurechnen, da der Gesamtwert schlieflich ohnehin quadriert wird; aber zwischen den
beiden muf es ein relatives Minuszeichen geben.

8. Antisymmetrisierung. Fiihren Sie ein Minuszeichen zwischen zwei Diagrammen
ein, die sich lediglich durch den Austausch zweier einlaufender (oder auslaufen-
der) Elektronen {(oder Positronen) oder eines einlaufenden Elektrons mit einem
auslaufenden Positron (oder umgekehrt) unterscheiden.

Wie Fermion-Schleifen zu behandeln sind, wird in den letzten Abschnitten dieses
Kapitels besprochen werden.

7.6 Beispiele

Wir sind nun in der Lage, viele der klassischen Rechnungen der Quantenelektrody-
namik zu reproduzieren. Damit Sie sich nicht zu sehr im Detail verlieren, lassen Sie
mich damit beginnen, Ihnen einen Katalog der wichtigsten Prozesse zu nennen (siehe
Tabelle 7.1). Der einfachste Fall ist die Elektron-Myon-Streuung, denn hier tragt nur
ein Diagramm zweiter Ordnung bei.*

*Es miissen natiirlich kein e und p sein. Jede Spin—%-Punktladung ist mdglich (e und 7 zum
Beispiel oder ¢ und 7 oder Elektron und Quark etc.), solange man die richtigen Massen und Ladungen
einsetzt. Tatsdchlich wird in den meisten Biichern Elektron- Proton-Streuung als kanonisches Beispiel
benutzt, aber das ist eigentlich eine eher unpassende Wahl, da das Proton eine Substruktur besitzt
und also kein Punktteilchen ist. Soweit die interne Struktur des Protons allerdings ignoriert werden
kann, ist es keine schlechte Ngherung (es ist etwa so, als wiirde man die Sonne als Punktmasse in der
Theorie des Sonnensystems behandeln). In dem Bereich, in dem das ,,Myon* sehr viel schwerer als
das ,Elektron" ist, liegt Mott-Streuung vor; wenn das ,,Elektron* dariiber hinaus nicht-relativistisch
ist, reduziert sie sich auf die Rutherford-Streuung und ergibt sogar genau dieselbe Formel fiir den
Wirkungsquerschnitt, wie sie Rutherford unter Verwendung der klassischen Mechanik fand.



Anhang C

Pauli- und Dirac-Matrizen

C.1 Pauli-Matrizen

Es sind drei hermitesche, unitire, spurlose 2 x 2-Matrizen:

{0 1 _ {0 —3 (1 0
w=(00) a=(03) ws (L) e

(Haufig benutzen wir numerische Indizes: o1 = 0z, 02 = 0y, 03 = 0,; 0 gehért nicht zu
einem 4-Vektor, und wir unterscheiden nicht zwischen oberen und unteren Indizes: oy = o?,
gy = 0'2, g3 = 0’3.)
(a) Produktregeln.
0i0;5 = bij + €10k (C.2)
(Eine 2 x 2-Einheitsmatrix ist mit dem ersten Term und die Summation iiber k ist im zweiten
gemeint). Somit gilt insbesondere:

ol = a'j:az =1 (C.3)

020y =10z, Oy0,=10z, 0,0z =10y (C.4)
[oi, 05] = 2i€ik0n (Kommutator) (C.5)
{oi, 05} = 26, (Antikommutator) (C.6)

und fiir zwei beliebige Vektoren a und b
(a‘o)(b-a)za-b+ia-(axb) (C.7)
(b) Ezponentialgrifen.

% =cosf+if - osinf (C.8)

C.2 Dirac-Matrizen

Es sind vier unitare, spurlose 4 x 4-Matrizen:

705((1]_(1)); 7‘5(0_0‘ ”6) (C.9)
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(1 ist hier die 2 x 2-Einheitsmatrix, und 0 ist die 2 x 2-Nullmatrix; die o* sind die Pauli-
Matrizen. Das Senken der Indizes dndert das Vorzeichen der ,rdumlichen Komponenten:
Y0 =+°, 7: = —7*.) Wir fithren noch die Hilfsmatrizen ein:

¥ o= %Yy (C.10)
i o 0
5= (90) o
v i v v
o’ = 5(7“7 -7 (C.12)
Fiir jeden 4-Vektor a* definieren wir die 4 x 4-Matrix ¢ wie folgt:
£=auy” (C.13)
(a) Produktregeln. In Abhangigkeit der Metrik
1 0 0 0
0 -1 0 0
uy _
=10 o -1 o (C.14)
0 0 0 -1
(beachten Sie, dal g#”g,, = 4 ist) haben wir:
Y+ = 28 g+ ¥d = 2a-b (C.15)
Ty = 4 (C.16)
Y'Y = =27 T Yt = =24 (C.17)
Y = 4", Tu d P¥¥ = 4a-b (C.18)
T = =Y, kYA = 24 (C.19)

(b) Spurtheoreme. Die Spur eines Produkts einer ungeraden Anzahl von y-Matrizen
ist Null.

Tr(1) = 4 (C.20)

Tr(vy*y") = 44", Tr(d }) = 4a-b (C.21)
Tr(v*7"v*17) = 4(¢*¢" — ¢"*¢" +¢"7¢"")

Tr(dfed) = 4(a-bec-d—a-cb-d+a-db-c) (C.22)

Da ¥° das Produkt einer geraden Anzahl von y-Matrizen ist, folgt, daf$ Tr(v*4*) = 0 und
Tr(757“7"7’\) = 0 sind. Wenn %° mit einer geraden Zahl von ¥’s multipliziert wird, erhalten
wir '

Tr(¥®) = © (C.23)

Tr(v°y*4*) = 0, Tr(y* g ) = 0 (C.24)

Tr(v¥ "y 4%) = 41e*?7, Tr(v’ A F £ 4) = 4" aubuerds  (C.25)

worin €#¥? = —1 ist, wenn pr Ao eine gerade Permutation von 0123 ist, +1 fiir eine ungerade
Permutation und 0, wenn zwei beliebige Indizes gleich sind. Beachten Sie, daf

2 €y = —2(6067 — 6767) (C.26)

ist.



