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Hlavný cieľ: fázový diagram QCD
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Fluktuácie zachovávajúceho sa náboja I
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Relativistický systém:
kreácia a annihilácia párov častica-antičastica
zameriame sa na náboje, ktoré sa zachovávajú v mikroskopických interakciách
fluktuácie kvôli výmene častíc s rezervoárom

stredný počet baryónov

⟨B⟩ = ∂ lnZ

∂ µB
T
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Fluktuácie zachovávajúceho sa náboja II

Kumulanty rozdelenia netto počtu baryónov z derivácií lnZ

∂ lnZ

∂ µB
T

= ⟨B⟩ = µ1 = κ1 = VT 3χ1

∂2 lnZ

∂
(µB
T

)2 = ⟨B2⟩ − ⟨B⟩2 = µ2 = κ2 = σ2 = VT 3χ2

∂3 lnZ

∂
(µB
T

)3 = ⟨B3⟩ − 3⟨B2⟩⟨B⟩+ 2⟨B⟩3 = µ3 = κ3 = VT 3χ3

∂4 lnZ

∂
(µB
T

)4 = ⟨B4⟩ − 4⟨B3⟩⟨B⟩ − 3⟨B2⟩2 + 12⟨B2⟩⟨B⟩2 − 6⟨B⟩4 = µ4 − 3µ2
2 = κ4 = VT 3χ4

∂5 lnZ

∂
(µB
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)5 = κ5 = VT 3χ5 ,
∂6 lnZ

∂
(µB
T

)6 = κ6 = VT 3χ6

centrálne momenty µi , kumulanty κi , susceptibility χi

Boris Tomášik (ČVUT & UMB) Fluktuácie počtu častíc 28.6.2023 4 / 17



Susceptibility a fázový diagram

Susceptibility v Isingovom modeli (rovnaká trieda univerzality)
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FIG. 1. Upper panel: κ2,3,4(H) at fixed t > 0. Lower panel:
the Ising model phase diagram with Line A the maximum of
κ3 (also κ4 = 0), and Line B the maximum of κ4. The curved
lines are example freeze-out lines, drawn to model how they
may pass through the scaling region in QCD.

leading, model-dependent, analytic contributions. Our
strategy is to draw a few generic freeze out lines, de-
picted in the lower panels of Fig. 2 and Fig. 1, then ask
whether there are common features of susceptibilities on
those lines. In Fig. 1, we assume that the freeze out line
is a function of t. Going from high to low t, the sim-
plest case is FO1, which crosses lines A and B once each.
The corresponding κ4-κ3 curve is shown in Fig. 3 with
the curve going anti-clockwise forming a “banana” shape
from high to low t. This figure shows the ordering

tmin,κ4 > tmax,κ3 > tmax,κ4 > 0 , (5)

necessarily arises from the derivative relation between the
κn and κn+1. All features occur at temperature higher
than the critical point temperature. As the fluctuations
become larger closer to the CEP , the closer the freeze
out line to the CEP , the larger and more elongated the
banana is.

In Fig. 1, we also consider a freeze out line FO2 that

FIG. 2. Upper left (right): density plot of κ3 (κ4) in the Ising
model. Regions of κi > 0 are in blue and κi < 0 are in red.
The dotted (black) line is the same as Line A in Fig. 1 and dot-
dashed (red) line the same as Line B. Lower panel: A sketch of
the peaks in χ3 and χ4 on a plausible phase diagram of QCD
together with a hypothetical freeze-out line. Comparison to
the location of the maxima in χ3 and χ4 in Fig. 1 suggests how
the freeze-out line may be mapped into the Ising coordinates.

crosses line B twice. The corresponding κ4-κ3 plot in Fig.
3 also has the banana shape but has two local maximum
peaks in κ4. Those features remain when one plots m2-
m1 instead of κ4-κ3 since κ2 changes slowly when κ3(4)

changes rapidly.

One can draw other possible freeze out lines, but the
feature of an anti-clock wise loop remains, provided the
line remains in the H < 0 half-plane as is physically
sensible for freeze-out in the hadronic phase. This can
be seen from the fact that at high t, the freeze out line
can start from the regime above line A, between lines A
and B, or below line B, while at low t, it goes below line
B. This implies these freeze out lines at high and low t
will look very similar to FO1 and FO2 in Fig. 3 near the
origin. This is enough to decide the loop is anti-clock
wise which is a feature in common with experiment data
[15, 16, 23].

Scenario II: CEP at T <∼ 0—As we argue above,
the banana shape in m2-m1 is due to the scaling symme-
try governed by the CEP . But could this connection be
so strong such that the banana shape is observable even
if the CEP is at T = 0 or even T < 0? One example
is high-Tc superconductors [18]. It is hypothesized that

[J.W. Chen et al.: Phys. Rev. D 95 (2017) 014038]
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Kombinácie kumulantov

variancia, koeficient šikmosti, koeficient špicatosti, hyperšikmosť, hyperšpicatosť
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Tieto kumulanty, momenty a ich kombinácie závisia od objemu
⇒ zostrojme kombinácie, ktoré nezávisia od objemu
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Meranie fluktuácií netto počtu protónov

susceptibility netto počtu baryónov χB
i sú počítané na mriežke

zvýšenie susceptibility v blízkosti kritického bodu

susceptibility by mohli byť merané ako kumulanty rozdelenia počtu baryónov

počet B nie je merateľný, lebo neregistrujeme neutróny

Problém!
susceptibility sú počítané v grand-kánonickom súbore
kumulanty sú merané v skutočných zrážkach, ktoré zachovávajú B, sú merané s obmedzenou
akceptanciou a registrované sú len protóny

mnoho článkov na túto tému (!!!)
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Dáta: zvýšenie fluktuácií netto počtu protónov pri
√
sNN = 7.7 GeV

Nie všetky baryóny sú merané
netto počet protónov namiesto
netto počtu baryónov
zvýšené κ4/κ2 pri

√
sNN = 7.7 GeV

nereprodukované teoretickými
modelmi

6

maximum number of participants, Nmax
part (394 for Au+Au

collisions), suppresses the initial volume fluctuations.

FIG. 3. Centrality dependence of the proton cumulant ratios
for Au+Au collisions at p

sNN = 3.0 GeV. Protons are from
�0.5 < y < 0 and 0.4 < pT < 2.0 GeV/c. Systematic uncer-
tainties are represented by gray bars. Statistical uncertainties
are smaller than marker size. CBWC is applied to all cumu-
lant ratios. While open squares represent the data without
correction, blue triangles and red circles are the results with
VFC using the hNparti distributions from the UrQMD and
Glauber models, respectively.

FIG. 4. Similar to Fig. 3: Rapidity and transverse mo-
mentum dependence of the proton cumulant ratios for 0–5%
central collisions. Black-squares, red-dots and blue-triangles
stand for data without and with the VFC using Glauber and
UrQMD, respectively.

Figure 4 depicts the cumulant ratios as a function of
rapidity y and transverse momentum pT in 0–5% central
collisions without and with the VFC. It is expected [45–

47] that the cumulant ratios approach the Poisson base-
line in the limit of small acceptance. For C3/C2, the ra-
tios with the VFC (UrQMD) and without the VFC devi-
ate from the Poisson baseline at the narrow rapidity win-
dows. The VFC (Glauber) ratio approaches unity as the
acceptance is decreased. For the C4/C2 ratio, the VFC
has a negligible effect in the most central bin. Therefore,
C4/C2 is reported without VFC in the discussions below.
In the central 0–5% collisions, as shown in Fig. 4, one ob-
tains C4/C2 = �0.85 ± 0.09 (stat.) ± 0.82 (syst.) in the
kinematic acceptance of �0.5 < y < 0 and 0.4 < pT < 2.0
GeV/c. The UrQMD model qualitatively reproduces the
acceptance dependence of the data, see Fig. 6 in the sup-
plemental material [37].

FIG. 5. Collision energy dependence of the ratios of cumu-
lants, C4/C2, for proton (squares) and net-proton (red circles)
from top 0–5% Au+Au collisions at RHIC [14, 15]. The points
for protons are shifted horizontally for clarity. The new re-
sult for proton from p

sNN = 3.0 GeV collisions is shown as a
filled square. HADES data of psNN = 2.4 GeV 0–10% colli-
sions [48] is also shown. The vertical black and gray bars are
the statistical and systematic uncertainties, respectively. In
addition, results from the HRG model, based on both Canon-
ical Ensemble (CE) and Grand-Canonical Ensemble (GCE),
and transport model UrQMD are presented.

A non-monotonic energy dependence of the net-proton
C4/C2 was reported for 0–5% central Au+Au collisions
at p

s
NN

= 7.7–200 GeV [14, 15]. A similar energy de-
pendence of the C4/C2 of protons is also evident (open
squares in Fig. 5). Though a minimum appears around
20 GeV, both the C4/C2 ratio of protons and net-protons
at 7.7 GeV are close to unity, albeit the large statistical
uncertainties. Meanwhile, the C4/C2 value for Au+Au
collisions at ps

NN
= 3.0 GeV is around �1. The negative

value of the proton C4/C2 is reasonably reproduced by
the transport model UrQMD [17, 49].

The study of cumulant ratios in heavy-ion colli-
sions has motivated several QCD inspired model cal-

[STAR collaboration: 2112:00240]
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Fluktácie netto počtu protónov zo štatistického modelu

Nedajú sa počítať ako derivácie štatistickej sumy!
derivácie lnZ vyjadrujú len výmenu častíc s rezervoárom
v dôsledku rozpadov rezonancií je náhodný aj počet protónov (aj pri fixovanom B)

kumulanty rozdelenia počtu protónov z derivácií vytvárajúcej funkcie〈
(∆N)l

〉
c

=
dlK (iξ)

d(iξ)l

∣∣∣∣
ξ=0

K (iξ) = ln
∞∑

N=0

e iξNP(N) =
∑
R

ln


∞∑

NR=0

PR(NR)
(
e iξpR + (1 − pR)

)NR


PR(NR): pravdepodobnosť počtu rezonanci’í R , získaná z termálneho rozdelenia
kumulanty netto počtu protónov〈

(∆Np−p̄)
l
〉
c
=

〈
(∆Np)

l
〉
c
+ (−1)l

〈
(∆Np̄)

l
〉
c
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Čiastočná chemická rovnováha (PCE)

Termálna produkcia popisuje počty produkovaných hadrónov a ich spektrá
(Jednoduchý) štatistický model interagujúcich hadrónov: zahrnutie (voľných) rezonancií
[R. Dashen, S.K. Ma, H.J. Bernstein, Phys. Rev. 187 (1969) 345]

Chemické vymrznutie
Výťažky hadrónov dané tromi (štyrmi)
parametrami: V , Tch, µB , (γs)

T ∼ 140 − 160 MeV
(nad 7,7 GeV závisí na

√
sNN)

Kinetické vymrznutie
Určuje spektrá v pT

obsahuje priečnu expanziu
sklon spektier daný Tk and ⟨vt⟩
Tk ∼ 80 − 120 MeV (prípadne viac)

Ako zostaviť scenár s chemickým aj kinetickým vymrznutím?

vymŕzajú efektívne počty stabilných hadrónov—konečné počty po rozpadoch všetkých
rezonancií Neff

h =
∑

r pr→h⟨Nr ⟩
Predpoklad: po chemickom vymrznutí prestanú nepružné zrážky, ale pokračujú pružné
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Chemické potenciály
stavy v základných multipletoch sa nemenia medzi
sebou ⇒ každý má svoj chemický potenciál

rezonančné stavy nad každým základným stavom
rezonancie sú vždy v rovnováhe so základným stavom
⇒ produkcia alebo rozpad rezonancie nestojí žiadnu
pridanú energiu
chemické potenciály sa odvíjajú od stabilných
hadrónov, napr. µρ = 2µπ , µω = 3µπ

rezonancie s rozpadmi na rôzne stabilné druhy, napr.
µ∆ = µN + µπ , µK(892) = µπ + µK

π

ΝΝ

Κ

ΝΝ

.  .  .

Rezonancie s viacerými kanálmi rozpadov, reťazové rozpady:

µR =
∑
h

pR→hµh

[H. Bebie, P. Gerber, J.L. Goity, H. Leutwyler, Nucl. Phys. B 378 (1992) 95]
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Vývoj chemických potenciálov

Zachováva sa (efektívny) počet stabilných častíc, nezávisle od teploty!

⟨Neff
h ⟩ =

∑
r

pr→hV (T )nr (T , {µ(T )}) , d⟨Neff
h ⟩

dT
= 0

−
dV
dT
V

∑
r

pr→hnr (T ) =
∑
r

pr→h
dnr (T )

dT

Derivácia objemu zo zachovania entropie: 0 = dS/dT = d(sV )/dT

−
dV
dT
V

=
ds
dT
s

Rovnice pre vývoj chemických potenciálov∑
r pr→h

dnr (T ,{µ(T )})
dT

ds/dT
=

1
s

∑
r

pr→hnr (T , {µ(T )})
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Vývoj chemických potenciálov: výsledky

Vývoj chemických potenciálov počítaný od chemického vymrznutia
[STAR collab., Phys. Rev. C 96 (2017) 044904 and ALICE collab., Nucl. Phys. A 904-905 (2013) 531c]
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Fluktuácie netto počtu protónov v prípade PCE

Kumulanty rozdelení počtu rezonancií

⟨NR ⟩c =
gRV

2π2 m2
RT

∞∑
j=1

(∓1)j−1

j
e jµR/TK2

(
jmR

T

)
,

〈
(∆NR)

l
〉
c

=
gRV

2π2 m2
RT

∞∑
j=1

(∓1)j−1j l−2e jµR/TK2

(
jmR

T

)
.

prvé členy v sumách zodpovedajú Boltzmannovmu rozdeleniu (nie BE alebo FD)
V Boltzmannovom problížení sú kumulanty všetkých rádov rovnaké!
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Výsledky pre kumulanty netto počtu protónov v PCE
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Výsledky pre kumulanty K+ − K− v PCE
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Záver

Fluktuácie netto počtu baryónov odzrkqdlujú štatistické vlastnosti hmoty podľa polohy vo
fázovom diagrame.

Merateľný je len netto počet protónov. Ten fluktuuje aj kvôli iným vplyvom.

Zaujímavé dáta pre χ4/χ2 pri
√
sNN = 7.7 GeV.

Výsledky pre fluktuácie netto počtu protónov pri čiastočnej chemickej rovnováhe
[B. Tomášik, P. Hillmann, M. Bleicher, Phys.Rev.C 104 (2021) 044907]

pomery kumulantov nezávislé na objeme pre netto počet protónov len veľmi slabo závisia od
teploty ⇒ sú dané podmienkami pri chemickom vymrznutí
tento model nereprodukuje dáta pri nižších energiách zrážky
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