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Simetriler ve Gruplar

Grup Nedir?
Say�lar nicelikleri ölçer, gruplar ise simetrileri.

Bir düzgün dört-yüzlünün (tetrahedron) dönme simetrilerine bakal�m.
�ki tip simetri ekseni bulunur.

L : Bir kö³eden ve kar³�s�ndaki yüzün orta
noktas�ndan geçen eksen (4 tane). Bu eksen
etraf�ndaki 2π/3 ve 4π/3'lük dönmeler cismi
simetrik b�rak�r.

M : Kar³�l�kl� iki kenar�n orta noktas�ndan geçen
eksen (3 tane). Bu eksen etraf�ndaki π kadarl�k
dönmeler alt�nda cisim simetriktir.
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Simetriler

Bir ba³ka örnek: Düzgün alt�gen kenarl� plaka

Burada üç farkl� tipte simetri ekseni bulunur.

1. Tip : Plakan�n düzlemine dik ve
merkezinden geçen eksen. (1 tane)

2. Tip : Kar³�l�kl� iki kenar�n orta
noktas�ndan geçen eksen. (3 tane)

3. Tip : Kar³�l�kl� iki kö³eden geçen eksen. (3
tane)
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Simetriler

Son örne§imiz: Düzgün onikigen tabanl� piramit

Piramit için tek bir simetri ekseni
bulunur. Piramidin tepesinden ve
taban�n�n merkezinden geçen eksen.
Bu eksen etraf�ndaki
kπ/6, k = 1, · · · , 12 dönmeleri
piramidin bir simetrisini olu³turur.
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Üç örnekte de toplam 12 tane simetri dönü³ümü bulunur. Fakat bu üç
cismin ayn� simetriye sahip olmad�klar� aç�kt�r.

Farkl�l�klara bakacak olursak: piramidin tek bir simetri ekseni bulunur
ve bu eksen etraf�ndaki π/6 dönmesini ard arda uygulayarak piramidin
di§er bütün simetrilerini elde edebiliriz. Di§er iki örnek için bu geçerli
de§ildir.

Bir ba³ka farkl�l�k; piramidin herhangi iki simetrisini al�p ard arda
uygulad�§�m�zda piramidin bir ba³ka simetrisini elde ederiz ve bu iki
simetriyi hangi s�rada uygulad�§�m�z�n bir önemi yoktur.
Tetrahedron ve alt�gen plaka için bu özellik de geçerli de§ildir.
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Örne§in tetrahedrona yak�ndan bakal�m:

Tetrahedronun kö³elerini ³ekildeki
gibi say�lar ile etiketleyelim. Ayr�ca,
L−ekseni etraf�ndaki 2π/3 dönmesini
r ile ve M−ekseni etraf�ndaki π
dönmesini s ile etiketlersek, bunlar�n
birle³imi olan rs ile sr dönmeleri farkl�
sonuçlar verecektir.

Öyleyse bunlar�n simetrilerini ay�rt edecek bir araca ihtiyac�m�z var.
Bunu yapmam�z� sa§layacak araç grup kavram�d�r.
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Simetriler

Formel tan�m�n� vermeden önce, inceledi§imiz örneklerin hepsinde ortak
olan ve grup kavram�n�n temelini olu³turan benzerliklere bakal�m:

Simetrileri Birle³tirme
Her üç örnekte de iki simetriyi al�p arka arkaya uygulad�§�m�zda yine bir
simetri elde ediyoruz. Yani u ve v cismin simetrileri ise u · v ve v · u da
cisimin bir simetrisidir.

Birim Eleman
Her üç örnekte de uygulad�§�m�zda cismi döndürmeden b�rakan özel bir
dönme bulunur. Buna Birim Dönme diyebiliriz.

Ters Eleman
Ortak ba³ka bir özellik, uygulad�§�m�z her dönmenin etkisini tersine çeviren
ba³ka bir dönme bulunur.
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Simetriler

Birle³im Özelli§i
Son olarak, diyelim ki bir cismin üç tane dönme simetrisini ald�k. Bunlara
u, v ,w diyelim. Bunlar� verilen s�rada uygulad�§�m�z� dü³ünelim. Bu
durumda s�ray� de§i³tirmedi§imiz sürece bunlar� nas�l birle³tirdi§imizin bir
önemi yoktur; yani

uvw = (uv)w = u(vw)
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Grup Aksiyomlar�

Grup

Üzerinde bir i³lem (·) tan�ml� herhangi bir G kümesi ³u dört aksiyomu
sa§l�yorsa bir gruptur

x , y ∈ G bu kümenin herhangi iki eleman� ise x · y ve y · x ∈ G
(Kapal�l�k)

x , y , z ∈ G bu kümenin elemanlar� olmak üzere, bunlar�n grup üzerinde
tan�ml� çarpma i³lemi alt�ndaki çarp�mlar� asosyatiftir yani
x · (y · z) = (x · y) · z = x · y · z (Birle³me(Asosyati�ik))

G kümesinin e ile gösterilen bir birim eleman� vard�r ve ∀x ∈ G için
e · x = x · e = x sa§lan�r. (Birim Eleman)

∀x ∈ G için x−1 ∈ G ile gösterilen bir ters eleman bulunur ve
x · x−1 = x−1 · x = e sa§lan�r. (Ters Eleman)
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Grup Örnekleri

A³a§�daki kümeler toplama i³lemi alt�nda grup olu³tururlar:
Z, tam say�lar kümesi,
Q, rasyonel say�lar kümesi,
R, reel say�lar kümesi,
C, kompleks say�lar kümesi,

A³a§�daki kümeler çarpma i³lemi alt�nda grup olu³tururlar
Q− {0}, s�f�rdan farkl� rasyonel say�lar,
R− {0}, s�f�rdan farkl� reel say�lar,
Q+, pozitif rasyonel say�lar,
R+, pozitif reel say�lar,
{+1,−1},
C− {0}, s�f�rdan farkl� kompleks say�lar,
C, Boyu birim olan kompleks say�lar,
{∓1,∓i}.
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Abelyen (Komütatif) Grup

x , y ∈ G olmak üzere e§er x · y = y · x sa§lan�yorsa o gruba abelyen veya
komütatif denir.

Yukar�daki bütün grup örnekleri abelyendirler çünkü reel veya kompleks
say�lar�n toplama ve çarpma i³lemleri yer de§i³tirme özelli§ine sahiptir:

x , y ∈ C ⇒ x + y = y + x , x · y = y · x
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Dihedral Grup

Düzgün alt�gen plaka örne§ini genelle³tirirsek, n ≥ 3 olmak üzere
herhangi bir düzgün n−gen plakan�n dönme simetrileri abelyen
olmayan bir grup olu³turur. Buna Dihedral Grup denir ve Dn ile
gösterilir.

Dn = {e, r , r2, r3, · · · , rn−1, s, rs, r2s, · · · , rn−1s}

³eklinde tan�mlan�r.
r : plakan�n düzlemine dik ve merkezinden geçen eksen
s : plaka düzlemi içindeki simetri eksenlerinden birisi

rn = e ve s2 = e oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca rn−1 = r−1'dir ve sr = rn−1s
olur.
Bu ili³kiler kullan�larak grup elemanlar�n�n di§er bütün çarp�mlar�
üretilebilir.
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Çarp�m Tablosu

Grup elemanlar� aras�ndaki çarp�m ili³kileri grubun çarp�m tablosu ile
ifade edilebilir.

Örne§in n = 3 için D3 Dihedral grubu ve buna ait çarp�m tablosu ³u
³ekilde olu³ur:

D3 = {e, r , r2, s, rs, r2s}
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Üreteçler ve Grubun Derecesi

Dn grubunun bütün elemenlar� ra veya ras, 0 ≤ a < n − 1
formundad�r. Dolay�s�yla r ve s'in birliklte Dn grubunu ürettiklerini
söyleyebiliriz. Di§er bir deyi³le bunlar grubun üreteçleridir.

Bir grubun mertebesi o grubun eleman say�s� ile verilir. Eleman say�s�
sonlu olan gruplara sonlu gruplar denir. Eleman say�s� sonsuz olan
gruplara ise sonsuz gruplar denir. Grubun mertebesi |G | ile gösterilir.

E§er x ∈ G ise ve n herhangi bir pozitif tamsay� olmak üzere xn = e
sa§lan�yorsa bu durumda x ′in sonlu mertebeden oldu§u söylenir. Bu
e³itli§i sa§layan en küçük pozitif m say�s�na ise x eleman�n�n mertebesi
denir.
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Bir grubun mertebesi o grubun eleman say�s� ile verilir. Eleman say�s�
sonlu olan gruplara sonlu gruplar denir. Eleman say�s� sonsuz olan
gruplara ise sonsuz gruplar denir. Grubun mertebesi |G | ile gösterilir.

E§er x ∈ G ise ve n herhangi bir pozitif tamsay� olmak üzere xn = e
sa§lan�yorsa bu durumda x ′in sonlu mertebeden oldu§u söylenir. Bu
e³itli§i sa§layan en küçük pozitif m say�s�na ise x eleman�n�n mertebesi
denir.
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Alt Gruplar

Alt Grup
G bir grup ve H ⊂ G H'�n bir alt kümesi olsun. E§er H alt kümesi G 'de
tan�ml� çarpma i³lemi alt�nda bir grup olu³uruyorsa H' a G 'nin bir alt grubu
denir ve H < G ³eklinde gösterilir.

Örne§in

D6 = {e, r , r2, r3, r4, r5, s, rs, r2s, r3s, r4s, r5s}

grubunu al�rsak, bunun {e, r2, r4, s, r2s, r4s} elemanlar�ndan olu³an alt
kümesi bir alt grup olu³turur.

BYap�³kan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 16 / 57



Alt Gruplar

Alt Grup
G bir grup ve H ⊂ G H'�n bir alt kümesi olsun. E§er H alt kümesi G 'de
tan�ml� çarpma i³lemi alt�nda bir grup olu³uruyorsa H' a G 'nin bir alt grubu
denir ve H < G ³eklinde gösterilir.

Örne§in

D6 = {e, r , r2, r3, r4, r5, s, rs, r2s, r3s, r4s, r5s}

grubunu al�rsak, bunun {e, r2, r4, s, r2s, r4s} elemanlar�ndan olu³an alt
kümesi bir alt grup olu³turur.

BYap�³kan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 16 / 57



Alt Gruplar

Alt Grup
G bir grup ve H ⊂ G H'�n bir alt kümesi olsun. E§er H alt kümesi G 'de
tan�ml� çarpma i³lemi alt�nda bir grup olu³uruyorsa H' a G 'nin bir alt grubu
denir ve H < G ³eklinde gösterilir.

Örne§in

D6 = {e, r , r2, r3, r4, r5, s, rs, r2s, r3s, r4s, r5s}

grubunu al�rsak, bunun {e, r2, r4, s, r2s, r4s} elemanlar�ndan olu³an alt
kümesi bir alt grup olu³turur.

BYap�³kan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 16 / 57



Alt Grup Örnekleri

Z < Q, Q < R ve R < C'dir.

Çift tamsay�lar kümesi 2Z bir grup olu³turur ve Z'nin bir alt grubudur.
Genel olarak n herhangi bir pozitif tamsay� olmak üzere nZ kümesi de
bir alt grup olu³turur, nZ < Z.
Q− {0} < R− {0} ve R− {0} < C− {0}'dir.
{+1,−1} < C ve C < C− {0}'dir.
Alt�gen plakan�n düzlemi içindeki dönmeleri bir alt grup olu³turur:
{e, r , r2, r3, r4, r5} < D6

{0, 1, 2, · · · , n − 1} kümesi mod(n) toplama i³lemi alt�nda sonlu
abelyen bir grup olu³turur. Buna Zn grubu denir.
Örne§in, Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 6. mertebeden bir grup olu³turur ve
bunun {0, 2, 4} alt kümesi bir alt grup olu³turur.
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Çevrimsel Grup

G bir grup ve x ∈ G olsun. x 'in bütün kuvvetlerinden olu³an küme
G 'nin bir alt grubunu olu³turur. Bu alt gruba x taraf�ndan üretilen alt
grup denir ve < x > ile gösterilir.
E§er x 'in mertebesi sonsuz ise < x >= {· · · , x−2, x−1, e, x , x2, · · · }
olur.
E§er x sonlu mertebeden bir eleman ise, buna m diyelim, bu durumda
< x >= {e, x , x2, · · · , xm−1} olur. Dolay�s�yla < x >'in mertebesi
x 'in mertebesi ile ayn�d�r.

E§er G 'nin öyle bir x eleman� bulunuyor ve < x >= G sa§lan�yorsa bu
durumda G grubuna çevrimsel (cyclic) grup denir.

Z sonsuz çevrimsel bir gruptur ve 1 veya −1 taraf�ndan üretilir.
Zn grubu 1 taraf�ndan üretilen n. mertebeden çevrimsel bir gruptur.
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Z6 içinde
< 0 >= {0},
< 1 >=< 5 >= Z6,
< 2 >=< 4 >= {0, 2, 4},
< 3 >= {0, 3}

D3 içinde
< e >= {e},
< r >=< r2 >= {e, r , r2},
< s >= {e, s},
< rs >= {e, rs},
< r2s >= {e, r2s}

BYap�³kan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 19 / 57



Z6 içinde
< 0 >= {0},
< 1 >=< 5 >= Z6,
< 2 >=< 4 >= {0, 2, 4},
< 3 >= {0, 3}
D3 içinde
< e >= {e},
< r >=< r2 >= {e, r , r2},
< s >= {e, s},
< rs >= {e, rs},
< r2s >= {e, r2s}

BYap�³kan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 19 / 57



Teorem1:
Bir G grubunun bo³ olmayan bir alt kümesi H, ancak ve ancak x , y ∈ H
iken xy−1 ∈ H ise G'nin bir alt grubu olur.

Teorem2:
Bir grubun iki alt grubunun kesi³imi yine bir alt gruptur.

Teorem3:
Z'nin her alt grubu çevrimseldir, ve genel olarak çevrimsel bir grubun her
alt grubu da çevrimseldir.
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Permütasyonlar ve Simetrik Grup

X herhangi bir küme olsun. Bu kümenin elemanlar� aras�nda
tan�mlanan bire-bir ve örten bir gönderime (bijection) bir permütasyon
denir. X 'in bütün permütasyonlar�ndan olu³an küme bir grup olu³turur
ve SX ile gösterilir. E§er X sonsuz bir küme ise SX 'in mertebesi de
sonsuz olur. E§er X kümesi ilk n pozitif tamsay�dan olu³an küme ise
bunun permütasyonlar�ndan olu³an küme Sn olarak gösterilir ve n.
dereceden simetrik grup olarak adland�r�l�r. Bu durumda Sn'in
mertebesi n!'dir.

Örne§in X = {1, 2, 3} olarak al�n�rsa S3 grubu

e =

[
1 2 3
1 2 3

]
,

[
1 2 3
2 1 3

]
,

[
1 2 3
3 2 1

]
,

[
1 2 3
1 3 2

]
,

[
1 2 3
2 3 1

]
,

[
1 2 3
3 1 2

]
ile verilir.
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Sn'in n ≥ 3 için abelyen olmad�§�n� görmek kolayd�r. Örne§in S3
grubunun iki eleman� al�n�r ve farkl� s�ralarda çarp�l�rsa[

1 2 3
2 1 3

] [
1 2 3
1 3 2

]
=

[
1 2 3
2 3 1

]
,

[
1 2 3
1 3 2

] [
1 2 3
2 1 3

]
=

[
1 2 3
3 1 2

]
elde edilir.

Permütasyonlar� döngüler (çevrim) ile ifade etmek daha kullan�³l�
olacakt�r. Örne§in[

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 8 9 3 6 2 7 5 4

]
= (2856)(394)

k uzunlu§undaki (a1, a2, · · · , ak) döngüsüne bir k−döngü denir ve
bunun mertebesi k 'd�r.
Uzunluklar� k ve l olan iki döngünün çarp�m�n�n mertebesi ekok(k, l)
ile verilir.
k = 2 için olan ve sadece iki eleman�n yerini de§i³tiren (aman)
döngüsüne bir makas (transpozisyon) denir.
(1a) türündeki makaslara temel makas denir. Sn'de n − 1 tane temel
makas bulunur.
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bunun mertebesi k 'd�r.
Uzunluklar� k ve l olan iki döngünün çarp�m�n�n mertebesi ekok(k, l)
ile verilir.
k = 2 için olan ve sadece iki eleman�n yerini de§i³tiren (aman)
döngüsüne bir makas (transpozisyon) denir.
(1a) türündeki makaslara temel makas denir. Sn'de n − 1 tane temel
makas bulunur.
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Sn'in her eleman� ayr�k döngüsel permütasyonlar cinsinden yaz�labilir.
Burada ayr�k ile kast�m�z her eleman�n sadece tek bir döngüde
görünmesidir.

S3'ün elemanlar�n� döngüler cinsinden yazacak olursak:

e, (12), (13), (23), (123), (132)

olacakt�r.

Ayr�k döngülerin çarp�m� yer de§i³tirebilir. α ve β Sn'in iki ayr�k
permütasyonu ise

αβ = βα

d�r.

Sn içindeki makaslar birlikte Sn'i üretirler çünkü herhangi bir k−döngü
makaslar cinsinden

(a1, a2, · · · , ak) = (a1ak)(a1ak−1) · · · (a1a3)(a1a2))

³eklinde yaz�labilir.
Bu yaz�m tek türlü de§ildir.
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Teorem4:
(12), (13), · · · , (1n) temel makaslar� birlikte Sn'i üretirler.
Benzer ³ekilde (12), (23), · · · , (n − 1n) ard�³�k makaslar� da birlikte Sn'i
üretirler.

Teorem5:
(12) transpozisyonu ve (12 · · · n) n−döngüsü birlikte Sn'i üretirler.

Teoremleri ispatlamak için

(ab) = (1a)(1b)(1a)

ve
(1k) = (k − 1k) · · · (34)(23)(12)(23)(34) · · · (k − 1k)

olduklar�n� gözlemlemek yeterli olacakt�r.
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Sn'in verilen bir eleman� makaslar�n çarp�m� olarak farkl� ³ekillerde
yaz�labilir, fakat bu farkl� yaz�mlardaki makaslar�n say�s� her zaman ya
tektir ya da çifttir.

Buradan hareketle Sn'in bir eleman� tek say�daki makaslar�n çarp�m�
olarak yaz�labiliyorsa buna tek permütasyon, çift say�daki makaslar�n
çarp�m� olarak yaz�labiliyorsa buna çift permütasyon denir.

Teorem6:

Sn içindeki çift permütasyonlar mertebesi n!
2
olan bir alt grup olu³turur. Bu

alt gruba n. dereceden Alterne Grup An denir.

Teorem7:
n ≥ 3 için 3−döngüler An'i üretir.
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Örne§in A4'ün 12 eleman�

e, (12)(34), (13)(24), (14)(23),

(123), (124), (134), (234),

(132), (142), (143), (243)

ile verilir.
Burada kolayl�kla görülebilir ki

(13)(24) = (13)(12)(14)(12) = (123)(124)

olarak yaz�labilir.
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�zomor�zmler

Satranç tahtas�n�n 3 tane simetrisi
bulunur. Tahta düzlemine dik ve
tahtan�n merkezinden geçen eksen
etraf�ndaki π dönmesi ile tahtan�n
kö³egenlerine göre yans�malara
kar³�l�k gelen ³ekildeki q1 ve q2
dönmeleri. Bunlar bir grup olu³turur.

Di§er taraftan {1, 3, 5, 7} kümesi mod(8)'e göre çarpma i³lemi alt�nda bir
grup olu³turur. Bu iki grubun çarp�m tablolar�n� kar³�la³t�racak olursak
aradaki benzerlik hemen göze çarpar.
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Gerçekten de
e → 1, r → 3, q1 → 5, q2 → 7

e³le³tirmesi yap�l�rsa gruplarda tan�ml� çarpma i³lemlerinin korundu§u
görülür.

�zomor�zm
G ve G' iki grup olsun. G ve G' aras�nda ∀x , y ∈ G için ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)
olacak ³ekilde bire-bir ve örten bir ϕ gönderimi bulunuyorsa bu ϕ
gönderimine bir izomor�zm denir. Bu durumda G ve G' gruplar�na
izomorfturlar denir ve G ∼= G ′ olarak gösterilir.
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Tetrahedronun simetri grubu T 'nin 12 elemandan olu³an abelyen
olmayan bir grup oldu§unu daha önce gördük. Tetrahedronun
kö³elerinin 1, 2, 3, 4 ile etiketlenmesi ile bu simetrilerden herbirinin S4
grubundan bir elemana kar³�l�k geldi§ini görmek kolayd�r. Asl�nda
bunlar tam olarak A4 grubunun elemanlar�na kar³�l�k gelir ve böylece
T ∼= A4 olur.

G , mertebesi n olan herhangi bir sonlu çevrimsel grup ise G ∼= Zn'dir.
x ∈ G , G grubunun üreteci ise

ϕ : G → Zn

izomor�zmi ϕ(xm) = m(modn) olarak tan�mlanabilir.

D3 dihedral grubunun S3'e izomor�k oldu§u gösterilebilir.
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Matris Gruplar�

Bütün (n × n) ters çevrilebilir matrislerin kümesi, matris çarp�m�
alt�nda bir grup olu³turur. Bu gruba Genel Lineer Grup, GLn ad� verilir.
Matris elemanlar� reel say�lardan olu³uyorsa grup GLn(R) ve kompleks
say�lardan olu³uyorsa GLn(C) olarak adland�r�l�r.

Bu grubun her eleman� A, x = (x1, x2, · · · xn) ∈ Rn olmak üzere
fA(x) = xAt yoluyla fA : Rn → Rn bir lineer dönü³üm tan�mlar.

fAB(x) = x(AB)t = xBtAt = fA(fB(x))

oldu§undan AB matris çarp�m� fAfB bile³ke lineer dönü³ümüne kar³�l�k
gelir.
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(n × n) bir A matrisi
AtA = I

ko³ulunu sa§l�yorsa ortogonaldir denir. (n × n) ortogonal matrislerin
kümesi bir grup olu³turur ve GLn'in bir altgrubudur. Bu alt gruba
Ortogonal Grup, On denir.

E§er A ve B ortogonal iki matris ise

(AB−1)tAB−1 = (B−1)tAtAB−1 = I

elde ederiz. Dolay�s�yla AB−1 de ortogonaldir. Teorem gere§i ortogonal
matrislerin kümesi GLn'in bir alt grubunu olu³tururlar.

det(AtA) = 1 → (detA)2 = 1

oldu§undan detA = ±1 elde edilir. Bu durumda A matrisinin sat�r veya
sütünlar� boylar� 1 olan vektörler tan�mlarlar ve birbirlerine diktirler.
Sat�r veya sütun vektörleri Rn uzay�n�n ortonormal bir baz�n�
olu³tururlar.
On grubunda detA = 1 olan matrislerin kümesi bir alt grup olu³turur
ve buna Special Ortogonal Grup, SOn ad� verilir.
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A ∈ On ortogonal bir matris olsun. Bu matris ile tan�mlanan fA lineer
dönü³ümü mesafeleri ve diklikleri korur.
x ve y , Rn uzay�n�n noktalar� olsunlar. fA(x) ve fA(y) skaler çarp�m�na
bakarsak

fA(x) · fA(y) = (xAt)(yAt)t = xAtAy t = x · y

elde edilir.

||x || =
√
x · x oldu§undan yukar�daki e³itlikte y = x al�n�rsa görülür ki

||fA(x)|| = ||x ||

vektörün boyu lineer dönü³üm alt�nda invaryantt�r.
Benzer ³ekilde e§er x · y = 0 ise, dönü³ümden sonra da vektörler
birbirlerine dik kalmaya devam ederler.
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Lie Gruplar� ve Lie Cebirleri

Grup elemanlar� sürekli bir veya birden çok parametreye ba§l� olarak
tan�mlanan gruplara sürekli gruplar denir. Ba§�ms�z parametrelerin
say�s� grubun mertebesi olarak tan�mlanabilir.

Grup elemanlar�n� a = (a1, a2, · · · , ar ) olmak üzere r tane parametreye
ba§l� olarak g(a) olarak tan�mlayal�m.
Bu durumda grubun birim eleman� a0 ile tan�mlanabilir. Grup ko³ullar�
gere§i

g(a0)g(a) = g(a)

ve
g(ā)g(a) = g(a0)

sa§lan�r ve burada g(ā) = g−1(a) ters elemand�r. Ayr�ca

g(c) = g(a)g(b)

ise bu durumda c parametresi a, b'nin bir sürekli fonksiyonu olarak
tan�mlanabilir:

c = ϕ(a, b)
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g(ā)g(a) = g(a0)
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Lie Gruplar�

E§er ϕ fonksiyonu a,b'nin analitik bir fonksiyonu ve benzer ³ekilde ā
da a'n�n analitik bir fonksiyonu ise bu durumda gruba bir r-parametreli
Lie grubu denir.

�imdi n−boyutlu bir vektör uzay� üzerinde, r−parametreli bir Lie
grubu taraf�ndan tan�mlanan grup dönü³ümlerine bakal�m.
Uzay�n baz vektörleri x1, x2, · · · , xn olsun ve uzay üzerindeki bir
dönü³üm

x ′ = f (x , a)

ile tan�mlans�n.

Bir birim dönü³üm bulundu§unu ve dönü³ümlerin asosyatif oldu§unu
kabul ediyoruz. Bu dönü³ümlerin bir Lie grubu olu³turmas� için ³u
ko³ullar�n sa§lanmas� gerekir.
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(i) x ′ = f (x , a) ve x ′′ = f (x ′, b)

ise c = ϕ(a, b) analitik fonksiyonu ile tan�mlanan bir c parametresi
bulunur öyle ki

x ′′ = f (x , c) = f (x , ϕ(a, b))

sa§lan�r.

Grubun her a eleman� için tek bir ā bulunur öyle ki

(ii) x ′ = f (x , a) ⇒ x = f (x ′, ā)
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Bir örnek olarak
x ′ = a1x + a2, a1 ̸= 0

dönü³ümüne bakal�m.
Birim eleman : a01 = 1, a02 = 0
Ters eleman : ā1 = 1/a1, ā2 = −a2/a1
Çarp�m : c1 = b1a1, c2 = b1a2 + b2
ile tan�mlan�r.

Grup elemanlar�n� (a1, a2) ³eklinde parametrelerin s�ral� bir dizisi olarak
tan�mlarsak,
Birim eleman : (1, 0)
Ters eleman : (1/a1,−a2/a1)
Çarp�m :

(b1, b2)(a1, a2) = (b1a1, b1a2 + b2)

olarak yaz�labilir.
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Lie Cebirleri

x ′ = f (x , a)

Lie grup dönü³ümüne bakal�m ve birim eleman� a = 0 ile tan�mlayal�m,
yani

x = f (x , 0)

Burada x ′ ve x−in n−boyutlu vektörler ve a'n�n r−parametreye
kar³�l�k geldi§ini hat�rlayal�m.

a parametresinin sonsuz küçük da de§i³imi alt�nda x vektörünün de
sonsuz küçük bir mikar de§i³ti§ini kabul edelim:

x + dx = f (x , da)

Öyleyse

dx =
∂f (x , 0)

∂a
da

olur.
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Burada

u(x) =
∂f (x , 0)

∂a

olarak tan�mlan�rsa yukar�daki e³itlik bile³enler cinsinden ³öyle
yaz�labilir:

dx i =
r∑

ν=1

uiν(x)daν , i = 1, 2, · · · , n

Bir F (x) fonksiyonunun sonsuz küçük dönü³ümler alt�nda

dF =
∂F

∂x
dx

³eklinde de§i³ti§i hat�rlan�rsa ve burada dx = u(x)da oldu§u
kullan�l�rsa

dF = da(u(x)∂/∂x)F

sonucuna ula³�l�r.
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X = u(x)
∂

∂x
=

∂f (x , 0)
∂a

∂

∂x

olarak tan�mlan�rsa bunun r−boyutlu bir vektör operatör oldu§u
görülür.

Bu operatörün bile³enleri grubun üreteçleri olarak adland�r�l�r:

Xν =
n∑

i=1

uiν(∂/∂xi ), ν = 1, 2, · · · , r

Herbir parametreye kar³�l�k bir üreteç bulunur.

Bu üreteçler Hermitsel olacak ³ekilde parametrize edilirlerse grup
elemanlar�n�

U(aν) = e iaνXν ≡ Uν

üniter matrisleri ile temsil edebiliriz.
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Lie Cebirleri

Böylece grup elemanlar�n�n birim eleman civar�ndaki temsillerini elde
etmi³ oluruz. Grubun, birim elemandan sürekli bir yolla elde edilebilen
herhangi bir eleman� Uν operatörlerinin çarp�m� ³eklinde yaz�labilir. Bu
yüzden grubun özelliklerini anlamak için bu birim eleman civar�ndaki
cebrini çal�³mak yeterli olacakt�r.

Yerel �zomor�zm
Xν üreteçleri ile verilen bütün Lie gruplar� yerel (lokal) olarak izomor�ktirler.

Dahas�, bu gruplar�n herbirinden birim eleman ile ili³kili bu parça
üzerine bir homomor�zm kurulabilir.
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Lie Cebirleri

Cebrin üreteçleri aras�nda bir komütasyon ili³kisi bulunur. Buna bir Lie
Cebri denir

[Xµ,Xν ] =
r∑

λ=1

cµνλXλ

cµνλ kompleks say�lar� yap� sabitleri olarak adland�r�l�r.

Komütasyon ili³kisinden

cµνλ = −cνµλ

oldu§unu görmek kolayd�r.
Ayr�ca komütatörler Jacobi özde³li§ini sa§larlar:

[[Xµ,Xν ],Xλ] + [[Xν ,Xλ],Xµ] + [[Xλ,Xµ],Xν ] = 0

Buradan yap� sabitleri için
r∑

β=1

(cµνβcβλδ + cνλβcβµδ + cλµβcβνδ) = 0

elde edilir.
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Bir örnek olarak SO(3) grubuna bakal�m. (3× 3) reel bile³enli,
ortogonal ve detA = 1 olan matrislerin olu³turdu§u gruptur. Grubun
3−boyutlu reel uzayda tan�ml� bir x vektörü üzerindeki etkisi

x ′ = Ax

ile tan�mlan�r. Birim eleman a0 = 0 civar�ndaki dönü³ümleri yazacak
olursak

x + dx = (1+ da)x ⇒ dx = xda

Grup elemanlar�n�n ortogonalli§ini kullanarak

AAt = 1 ⇒ (1+ da)(1+ dat) = 1

ve burada ilk mertebeden terimleri tutacak olursak

1+ da+ dat = 1 ⇒ da = −dat

elde ederiz. Yani

da =

 0 da12 −da13
−da12 0 da23
da13 −da23 0
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da12 = a3, da13 = a2, da23 = a1 olarak tan�mlan�rsa dx = dau(x)
e³itli§ini aç�k olarak a³a§�daki ³ekilde elde ederiz:

dx1 = x2a3 − x3a2,

dx2 = −x1a3 + x3a1,

dx1 = x1a2 − x2a1,

Bu e³itlikler kullan�larak da üreteçler

X1 = x3
∂

∂x2
− x2

∂

∂x3
,

X2 = −x3
∂

∂x1
+ x1

∂

∂x3
,

X3 = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2

olarak elde edilir.
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Komütasyon ili³kileri

[X1,X2] = X3, [X2,X3] = X1, [X3,X1] = X2

olarak elde edilir.

Grubun cebrini koruyacak ³ekilde üreteçlerin kompleks lineer
kombinasyonlar� al�nabilir. Buradaki örnek için Jµ = iXµ olarak
tan�mlan�rsa komütasyon ili³kisi

[Jµ, Jν ] = iεµνλJλ

haline gelir. Burada εµνλ tamamen antisimetrik tensör olup ε123 = 1
olarak tan�ml�d�r.
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�kinci olarak SU(2) grubuna bakal�m. (2× 2) kompleks bile³enli, üniter
ve detA = 1 olan matrislerin olu³turdu§u gruptur. Grubun 2−boyutlu
kompleks bir vektör uzay�ndaki etkisini önceden oldu§u gibi

x ′ = Ax

ile tan�mlayal�m ve birim eleman a0 = 0 civar�ndaki sonsuz küçük
dönü³ümleri yazal�m

x + dx = (1+ da)x ⇒ dx = xda

Grup elemanlar�n�n üniterli§ini kullanarak

AA† = 1 ⇒ (1+ da)(1+ da†) = 1

ve burada ilk mertebeden terimleri tutacak olursak

1+ da+ dat = 1 ⇒ da = −da†

elde ederiz.
Öyleyse

da =

(
ia1 a2 + ia3

−a2 + ia3 −ia1

)
olarak yaz�labilir ve burada ai 'ler reel parametrelerdir.
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�imdi art�k dx = dau(x) e³itli§i ³u sonuçlar� verir:

dx1 = ia1x1 + (a2 + ia3)x2,

dx2 = (−a2 + ia3)x1 − ia1x2,

Üreteçler yaz�lacak olursa

X1 = ix1
∂

∂x1
− ix2

∂

∂x2
,

X2 = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
,

X3 = ix2
∂

∂x1
+ ix1

∂

∂x2
.

elde edilir.
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Komütasyon ili³kileri
[X1,X2] = −2X3

ve bunun çevrimsel permütasyonlar� olarak elde edilir.

SO(3) grubu ile olan ili³kisini görmek için Xµ = −2iJµ olarak
tan�mlan�rsa

[Jµ, Jν ] = iεµνλJλ

haline gelir.

Bu sonuçtan hareketle bu iki grubun yerel olarak birbirlerine izomorf
olduklar� söylenebilr.
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Bir önceki örnek için elde etti§imiz e³itlikler genel olarak herhangi bir
boyuttaki SU(n) için de geçerlidir. Fakat genel durumda n2 − 1 temel
parametre bulunur ve denklemler bunlar için çözülür.

Örne§in SU(3) durumunda sekiz reel parametre bulunur ve

da =

 ia1 a2 + ia3 a4 + ia5
−a2 + ia3 a6 a7 + ia8
−a4 + ia5 −a7 + ia8 −ia1 − ia6


olarak tan�mlan�r.
Kalan ad�mlar� tamamlayarak üreteç operatörlerini elde ediniz.
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Lorentz Dönü³ümleri, SO(3,1) Grubu

4−boyutlu Minkowski uzay-zaman�ndaki

s2 = c2t2 − xixi

aral�klar�n� invaryant b�rakan dönü³ümler Lorentz Grubu, SO(3,1)
olarak adland�r�lan bir grup olu³turur.
4−vektör notasyonu kullan�larak aral�klar

s2 = gµνx
µxν

olarak ifade edilebilir.
Metrik tensör gµν = (1,−1,−1,−1) olarak tan�ml�d�r.

�imdi bu ko³ulu sa§layan lineer dönü³ümlere aç�k olarak bakal�m:

x ′µ = Λµ
νx

ν = Λ0
0x

0 + Λµ
i x

i

dönü³ümü alt�nda

gµνx
′µx ′ν = gµνΛ

µ
ρΛ

ν
σx

ρxσ = gρσx
ρxσ

aral�klar�n invaryant kalmas� için
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gρσ = gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ

ko³ulu sa§lanmal�d�r.

xµ ile bir sütun vektörünü gösterecek olursak yukar�daki ifadeyi matris
notasyonunda yazmak daha uygun olacakt�r:

s2 = x tgx

ve
x ′ = Lx .

Burada L, Λµ
ν bile³enlerinin matris e³de§iridir.

Öyleyse invaryantl�k ko³ulunu

g = LtgL

³eklinde ifade edebiliriz. Bu e³itlikten

detg = detLtdetgdetL ⇒ detL = ±1

sonucuna ula³�l�r.
detL = 1 durumu proper Lorentz dönü³ümleri ve detL = −1 durumu
ise improper Lorentz dönü³ümleri olarak adland�r�l�r.
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Yukar�daki e³itlikte (00)−bile³enine bakacak olursak

1 = Λρ
0gρσΛ

σ
0 = (Λ0

0)
2 − (Λi

0)
2

elde ederiz. Dolay�s�yla
|Λ0

0| ≥ 1

d�r.

Λ0
0 ≥ 1 durumunda dönü³ümler orthochronous, ve Λ0

0 ≤ −1 ise
non-orthochronous olarak adland�r�l�r.

Dolay�s�yla Lorentz dönü³ümleri dört s�n�fa ayr�l�r:
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proper orthochronous(L↑+): detL = +1,Λ0
0 ≥ 1

proper non-orthochronous(L↓+): detL = +1,Λ0
0 ≤ −1

improper orthochronous(L↑−): detL = −1,Λ0
0 ≥ 1

improper non-orthochronous(L↓−): detL = −1,Λ0
0 ≤ 1

Dönmeler: x ′0 = x0, x ′ = O ijx j burada O ij ortogonal bir matristir.

L =

(
1 0
0 O

)
Burada detO = ±1 olabilir. Dolay�s�yla dönmeler L↑+ veya L↑− s�n�f�n�n
üyeleridirler.
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Boostlar: x−ekseni do§rultusundaki bir boost

x ′0 = x0coshη − x1sinhη, x ′1 = −x0sinhη + x1coshη

x ′2,3 = x2,3

ile tan�mlan�r.

L =


coshη −sinhη 0 0
−sinhη coshη 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


Boostlar L↑+ s�n�f�ndand�rlar.
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Zaman Tersinmesi: x ′0 = −x0, x ′i = x i ile verilir ve L↓− s�n�f�na aittir.

Uzayzaman Tersinmesi: x ′µ = −xµ ile verilir ve L↓+ s�n�f�na aittir.

Herhangi bir Lorentz dönü³ümü bu dört tipteki dönü³ümlerin bir
çarp�m� olarak ifade edilebilir.
�imdi SO(3, 1) grubunun üreteçlerine bakal�m: Dönmeler ile
ba³layacak olursak bunlar�n zaman bile³eni üzerine herhangi bir etkisi
yoktur. Dolay�s�yla SO(3) grubunun üreteçlerini bir 0 sat�r ve sütunu
ekleyerek geni³letmek yeterli olacakt�r.
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X1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 , X2 =


0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 X3 =


0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0


�kinci olarak boostlar için üreteçleri elde edelim. Yukar�da verilen x−ekseni
do§rultusundaki boost için hesaplayacak olursak:

Y1 = i
∂B1

∂η
|η=0 =


0 −i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


y ve z−eksenleri do§rultusundaki boostlar için de benzer ³ekilde
hesaplanabilir.
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Üreteçler aç�k olarak elde edildikten sonra komütasyon ili³kilerine
bak�lacak olursa a³a§�daki sonuçlar elde edilir:

[Xi ,Xj ] = iεijkXk ,

[Xi ,Yj ] = iεijkYk ,

[Yi ,Yj ] = −iεijkXk ,

Cebirden de görülece§i üzere dönmeler için olan üreteçler kendi
üzerlerine kapan�r ve böylece bir alt cebir olu³tururlar: so(3) alt-cebri

Fakat ayn� ³ey boostlar için geçerli de§ildir. Son e³itlikten görülece§i
üzere cebir kapal� de§ildir.

Üreteçlerin lineer bir kombinasyonu al�narak cebri sadele³tirmek
mümkündür.

X (±) =
1
2
(X ± iY )

al�n�rsa cebir ³u hale gelir:
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Fakat ayn� ³ey boostlar için geçerli de§ildir. Son e³itlikten görülece§i
üzere cebir kapal� de§ildir.

Üreteçlerin lineer bir kombinasyonu al�narak cebri sadele³tirmek
mümkündür.

X (±) =
1
2
(X ± iY )

al�n�rsa cebir ³u hale gelir:
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[X
(+)
i ,X

(+)
j ] = iεijkX

(+)
k ,

[X
(−)
i ,X

(−)
j ] = iεijkX

(−)
k ,

[X
(+)
i ,X

(−)
j ] = 0

Buradan cebrin ba§�ms�z iki parçadan olu³tu§u ve herbir parçan�n bir
su(2) cebrine kar³�l�k geldi§i görülür.
SO(4) grubunun cebrinde de benzer bir durum gerçekle³ir. Fakat orada
üreteçlerin lineer kombinasyonlar�nda i faktörü yoktur.
Bundan dolay� SO(3, 1) cebri lokal olarak asl�nda SU(2)× SU(2)'ye
de§il SL(2,C)'ye izomorftur.
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