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Simetriler ve Gruplar

Sayilar nicelikleri dlcer, gruplar ise simetrileri.
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Simetriler ve Gruplar

Sayilar nicelikleri dlcer, gruplar ise simetrileri.

@ Bir diizgiin dort-yiizliiniin (tetrahedron) dénme simetrilerine bakalim.
L Iki tip simetri ekseni bulunur.
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Simetriler ve Gruplar

Sayilar nicelikleri dlcer, gruplar ise simetrileri.

@ Bir diizgiin dort-yiizliiniin (tetrahedron) dénme simetrilerine bakalim.
L Iki tip simetri ekseni bulunur.
u @ L : Bir kdseden ve karsisindaki yiiziin orta
T noktasindan gecen eksen (4 tane). Bu eksen
etrafindaki 27 /3 ve 47 /3'lik dénmeler cismi
simetrik birakir.
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Simetriler ve Gruplar

Sayilar nicelikleri dlcer, gruplar ise simetrileri.

@ Bir diizgiin dort-yiizliiniin (tetrahedron) dénme simetrilerine bakalim.
L Iki tip simetri ekseni bulunur.
u @ L : Bir kdseden ve karsisindaki yiiziin orta
T noktasindan gecen eksen (4 tane). Bu eksen

etrafindaki 27 /3 ve 47 /3'lik dénmeler cismi
simetrik birakir.

o M : Kargilikli iki kenarin orta noktasindan gecen
eksen (3 tane). Bu eksen etrafindaki 7w kadarlk
donmeler altinda cisim simetriktir.
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Bir baska 6rnek: Diizgiin altigen kenarli plaka
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Bir baska 6rnek: Diizgiin altigen kenarli plaka

/Burada tic farkli tipte simetri ekseni bulunur.

/wl Tip : Plakanin diizlemine dik ve
merkezinden gecen eksen. (1 tane)

e 2. Tip : Karsilikh iki kenarin orta
noktasindan gecen eksen. (3 tane)

e 3. Tip : Karsilikli iki kdseden gecen eksen. (3
tane)
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Son 6rnegimiz: Diizgiin onikigen tabanli piramit
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Son 6rnegimiz: Diizgiin onikigen tabanli piramit

Piramit icin tek bir simetri ekseni

bulunur. Piramidin tepesinden ve

tabaninin merkezinden gecen eksen.

Bu eksen etrafindaki

km/6,k =1,--- 12 donmeleri

piramidin bir simetrisini olusturur.
\ID o lsken
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@ Uc drnekte de toplam 12 tane simetri doniisiimii bulunur. Fakat bu iic
cismin ayni simetriye sahip olmadiklari aciktir.
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@ Uc drnekte de toplam 12 tane simetri doniisiimii bulunur. Fakat bu iic
cismin ayni simetriye sahip olmadiklari aciktir.

@ Farkhliklara bakacak olursak: piramidin tek bir simetri ekseni bulunur
ve bu eksen etrafindaki 7/6 dénmesini ard arda uygulayarak piramidin
diger biitiin simetrilerini elde edebiliriz. Diger iki drnek icin bu gecerli
degildir.
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Uc 6rnekte de toplam 12 tane simetri doniisiimii bulunur. Fakat bu iic
cismin ayni simetriye sahip olmadiklari aciktir.

Farkliliklara bakacak olursak: piramidin tek bir simetri ekseni bulunur
ve bu eksen etrafindaki 7/6 dénmesini ard arda uygulayarak piramidin
diger biitiin simetrilerini elde edebiliriz. Diger iki drnek icin bu gecerli
degildir.

Bir baska farklilik; piramidin herhangi iki simetrisini alip ard arda
uyguladigimizda piramidin bir baska simetrisini elde ederiz ve bu iki
simetriyi hangi sirada uyguladigimizin bir nemi yoktur.

Tetrahedron ve altigen plaka icin bu dzellik de gecerli degildir.
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o Ornegin tetrahedrona yakindan bakalim:

—— Tetrahedronun kdselerini sekildeki
7 - .gibi sayilar ile etiketleyelim. Ayrica,
N

AV L—ekseni etrafindaki 27 /3 dénmesini
o r ile ve M—ekseni etrafindaki 7

/Su 5 ~ y ] y donmesini s ile etiketlersek, bunlarin
I AL birlesimi olan rs ile sr dénmeleri farkl
. BN sonuclar verecektir.
2
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o Ornegin tetrahedrona yakmdan bakalim:

—> Tetrahedronun koselerini sekildeki
gibi sayllar ile etiketleyelim. Ayrica,
1 ‘ L—ekseni etrafindaki 27 /3 dénmesini
el r ile ve M—ekseni etrafindaki 7

1 donmesini s ile etiketlersek, bunlarin
’ b|r|e$|m| olan rs ile sr dénmeleri farkl
sonuglar verecektir.

e Oyleyse bunlarln S|metr||er|n| ayirt edecek bir araca ihtiyacimiz var.
Bunu yapmamizi saglayacak arac grup kavramidir.
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Simetriler

Formel tanimini vermeden dnce, inceledigimiz Srneklerin hepsinde ortak
olan ve grup kavraminin temelini olusturan benzerliklere bakalim:
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Formel tanimini vermeden dnce, inceledigimiz Srneklerin hepsinde ortak
olan ve grup kavraminin temelini olusturan benzerliklere bakalim:

Simetrileri Birlestirme

Her iic 6rnekte de iki simetriyi alip arka arkaya uyguladigimizda yine bir
simetri elde ediyoruz. Yani u ve v cismin simetrileri ise u-v ve v - u da
cisimin bir simetrisidir.
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Formel tanimini vermeden dnce, inceledigimiz Srneklerin hepsinde ortak
olan ve grup kavraminin temelini olusturan benzerliklere bakalim:

Simetrileri Birlestirme

Her iic 6rnekte de iki simetriyi alip arka arkaya uyguladigimizda yine bir
simetri elde ediyoruz. Yani u ve v cismin simetrileri ise u-v ve v - u da
cisimin bir simetrisidir.

Birim Eleman

Her iic 6rnekte de uyguladigimizda cismi déndiirmeden birakan 6zel bir
donme bulunur. Buna Birim Dénme diyebiliriz.
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Formel tanimini vermeden dnce, inceledigimiz Srneklerin hepsinde ortak
olan ve grup kavraminin temelini olusturan benzerliklere bakalim:

Simetrileri Birlestirme

Her iic 6rnekte de iki simetriyi alip arka arkaya uyguladigimizda yine bir
simetri elde ediyoruz. Yani u ve v cismin simetrileri ise u-v ve v - u da
cisimin bir simetrisidir.

Birim Eleman

Her iic 6rnekte de uyguladigimizda cismi déndiirmeden birakan 6zel bir
donme bulunur. Buna Birim Dénme diyebiliriz.

Ortak baska bir 6zellik, uyguladigimiz her donmenin etkisini tersine ceviren
baska bir dénme bulunur.
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Birlesim Ozelligi

Son olarak, diyelim ki bir cismin ii¢c tane donme simetrisini aldik. Bunlara
u, v, w diyelim. Bunlari verilen sirada uyguladigimizi diisiinelim. Bu
durumda sirayr degistirmedigimiz siirece bunlari nasil birlestirdigimizin bir
onemi yoktur; yani

uvw = (uv)w = u(vw)
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Grup Aksiyomlari

Uzerinde bir islem (-) tanimli herhangi bir G kiimesi su dért aksiyomu
sagliyorsa bir gruptur

@ x,y € G bu kiimenin herhangi iki elemaniise x -y ve y-x € G
(Kapalilik)

@ x,y,z € G bu kiimenin elemanlari olmak tizere, bunlarin grup {izeri
tanimh carpma islemi altindaki carpimlari asosyatiftir yani
x-(y-z)=(x-y) z=x-y-z (Birlesme(Asosyatiflik))

@ G kiimesinin e ile gosterilen bir birim elemani vardir ve Vx € G icin
e-x = x-e = x saglanir. (Birim Eleman)

e Vx € G icin x~! € G ile gdsterilen bir ters eleman bulunur ve

x-x71 = x71. x = e saglanir. (Ters Eleman)

nde

A
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Grup Ornekleri

o Asagidaki kiimeler toplama islemi altinda grup olustururlar:
Z, tam sayilar kiimesi,
Q, rasyonel sayilar kiimesi,
R, reel sayilar kiimesi,
C, kompleks sayilar kiimesi,
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Grup Ornekleri

o Asagidaki kiimeler toplama islemi altinda grup olustururlar:
Z, tam sayilar kiimesi,
Q, rasyonel sayilar kiimesi,
R, reel sayilar kiimesi,
C, kompleks sayilar kiimesi,

o Asagidaki kiimeler carpma islemi altinda grup olustururlar
Q — {0}, sifirdan farkli rasyonel sayilar,
R — {0}, sifirdan farkli reel sayilar,
QT, pozitif rasyonel sayllar,
R*, pozitif reel sayilar,
{+1, -1},
C — {0}, sifirdan farkli kompleks sayilar,
C, Boyu birim olan kompleks sayilar,
{F1,7i}.
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Abelyen (Komiitatif) Grup

x,y € G olmak lizere eger x - y = y - x saglaniyorsa o gruba abelyen veya
komiitatif denir.
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Abelyen (Komiitatif) Grup

x,y € G olmak lizere eger x - y = y - x saglaniyorsa o gruba abelyen veya
komiitatif denir.

Yukaridaki biitiin grup drnekleri abelyendirler ciinkii reel veya kompleks
sayilarin toplama ve carpma islemleri yer degistirme 6zelligine sahiptir:

x, yeC==x+y=y+x, x-y=y-x
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Dihedral Grup

o Diizgiin altigen plaka 6rnegini genellestirirsek, n > 3 olmak iizere
herhangi bir diizgiin n—gen plakanin donme simetrileri abelyen
olmayan bir grup olusturur. Buna Dihedral Grup denir ve D, ile

gosterilir.
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Dihedral Grup

o Diizgiin altigen plaka 6rnegini genellestirirsek, n > 3 olmak iizere
herhangi bir diizgiin n—gen plakanin donme simetrileri abelyen
olmayan bir grup olusturur. Buna Dihedral Grup denir ve D, ile
gosterilir.

D,=1{e,r,r?,r* - r" 1 srsris .. r"ls}
seklinde tanimlanir.
r : plakanin diizlemine dik ve merkezinden gecen eksen
s : plaka diizlemi icindeki simetri eksenlerinden birisi
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Dihedral Grup

o Diizgiin altigen plaka 6rnegini genellestirirsek, n > 3 olmak iizere
herhangi bir diizgiin n—gen plakanin donme simetrileri abelyen
olmayan bir grup olusturur. Buna Dihedral Grup denir ve D, ile
gosterilir.

D,=1{e,r,r?,r* - r" 1 srsris .. r"ls}
seklinde tanimlanir.
r : plakanin diizlemine dik ve merkezinden gecen eksen
s : plaka diizlemi icindeki simetri eksenlerinden birisi

o r" = e ve s® = e oldugu aciktir. Ayrica r"~! = r~''dir ve sr = r"1s
olur.
Bu iliskiler kullanilarak grup elemanlarinin diger biitiin carpimlan
iretilebilir.
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rpim Tablosu

@ Grup elemanlari arasindaki carpim iliskileri grubun carpim tablosu ile
ifade edilebilir.
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Carpim Tablosu

@ Grup elemanlari arasindaki carpim iliskileri grubun carpim tablosu ile
ifade edilebilir.

@ Ornegin n = 3 icin D3 Dihedral grubu ve buna ait carpim tablosu su
sekilde olusur:

e r P s rs ris
e e r r? s rs rs
r ¥ r? e rs ris s
r? r? e r ris s rs
s s rls rs e @ r
rs rs s rs r e r?
ris ris rs s r? r e

Dy ={e,r, r? s, rs,r’s}
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Uretecler ve Grubun Derecesi

@ D, grubunun biitiin elemenlar r? veya r?s, 0<a<n-—1
formundadir. Dolayisiyla r ve s’in birliklte D, grubunu urettiklerini
soyleyebiliriz. Diger bir deyisle bunlar grubun iiretecleridir.
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Uretecler ve Grubun Derecesi

@ D, grubunun biitiin elemenlar r? veya r?s, 0<a<n-—1
formundadir. Dolayisiyla r ve s’in birliklte D, grubunu urettiklerini
soyleyebiliriz. Diger bir deyisle bunlar grubun iiretecleridir.

@ Bir grubun mertebesi o grubun eleman sayisi ile verilir. Eleman sayisi
sonlu olan gruplara sonlu gruplar denir. Eleman sayisi sonsuz olan
gruplara ise sonsuz gruplar denir. Grubun mertebesi |G| ile gosterilir.
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Uretecler ve Grubun Derecesi

@ D, grubunun biitiin elemenlar r? veya r?s, 0<a<n-—1
formundadir. Dolayisiyla r ve s’in birliklte D, grubunu urettiklerini
soyleyebiliriz. Diger bir deyisle bunlar grubun iiretecleridir.

@ Bir grubun mertebesi o grubun eleman sayisi ile verilir. Eleman sayisi
sonlu olan gruplara sonlu gruplar denir. Eleman sayisi sonsuz olan
gruplara ise sonsuz gruplar denir. Grubun mertebesi |G| ile gosterilir.

@ Eger x € G ise ve n herhangi bir pozitif tamsayi olmak lizere x" = e
saglaniyorsa bu durumda x’in sonlu mertebeden oldugu sdylenir. Bu
esitligi saglayan en kiiciik pozitif m sayisina ise x elemaninin mertebesi
denir.
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Alt Gruplar

G bir grup ve H C G H'in bir alt kiimesi olsun. Eger H alt kiimesi G'de
tanimh carpma islemi altinda bir grup olusuruyorsa H' a G'nin bir alt grubu
denir ve H < G seklinde gosterilir.
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Alt Gruplar

G bir grup ve H C G H'in bir alt kiimesi olsun. Eger H alt kiimesi G'de
tanimh carpma islemi altinda bir grup olusuruyorsa H' a G'nin bir alt grubu
denir ve H < G seklinde gosterilir.

@ Ornegin
D¢ = {e,r, 23t 8 s, rs, r?s, s, s, r°s}

2

grubunu alirsak, bunun {e, r?, r* s, r?s, r*s} elemanlarindan olusan alt

kiimesi bir alt grup olusturur.
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Alt Gruplar

G bir grup ve H C G H'in bir alt kiimesi olsun. Eger H alt kiimesi G'de
tanimh carpma islemi altinda bir grup olusuruyorsa H' a G'nin bir alt grubu
denir ve H < G seklinde gosterilir.

o Ornegin

D¢ = {e,r, 23t 8 s, rs, r?s, s, s, r°s}

2

grubunu alirsak, bunun {e, r?, r* s, r?s, r*s} elemanlarindan olusan alt

kiimesi bir alt grup olusturur.
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Alt Grup Ornekleri

0 Z<Q, Q<RveR<Cdir
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Alt Grup Ornekleri

0 Z<Q, Q<RveR<Cdir

o Cift tamsayilar kiimesi 2Z bir grup olusturur ve Z'nin bir alt grubudur.
Genel olarak n herhangi bir pozitif tamsayi olmak iizere nZ kiimesi de
bir alt grup olusturur, nZ < Z.
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Alt Grup Ornekleri

0 Z<Q, Q<RveR<Cdir

o Cift tamsayilar kiimesi 2Z bir grup olusturur ve Z'nin bir alt grubudur.
Genel olarak n herhangi bir pozitif tamsayi olmak iizere nZ kiimesi de
bir alt grup olusturur, nZ < Z.

e Q—{0} <R— {0} ve R—{0} < C— {0}dir.

BYapiskan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 17 /57



Alt Grup Ornekleri

0 Z<Q, Q<RveR<Cdir

o Cift tamsayilar kiimesi 2Z bir grup olusturur ve Z'nin bir alt grubudur.
Genel olarak n herhangi bir pozitif tamsayi olmak iizere nZ kiimesi de
bir alt grup olusturur, nZ < Z.

e Q—{0} <R— {0} ve R—{0} < C— {0}dir.
o {+1,-1} < Cve C < C—{0}dir.
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Alt Grup Ornekleri

0 Z<Q, Q<RveR<Cdir

o Cift tamsayilar kiimesi 2Z bir grup olusturur ve Z'nin bir alt grubudur.
Genel olarak n herhangi bir pozitif tamsayi olmak iizere nZ kiimesi de
bir alt grup olusturur, nZ < Z.

e Q— {0} <R—{0} ve R—{0} < C— {0}'dir.

o {+1,-1} < Cve C < C—{0}dir.

o Altigen plakanln diizlemi icindeki donmeleri bir alt grup olusturur:
{e,r,r?,r3 r* r®} < Dg
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Alt Grup Ornekleri

0 Z<Q, Q<RveR<Cdir

o Cift tamsayilar kiimesi 2Z bir grup olusturur ve Z'nin bir alt grubudur.
Genel olarak n herhangi bir pozitif tamsayi olmak iizere nZ kiimesi de
bir alt grup olusturur, nZ < Z.

e Q— {0} <R—{0} ve R—{0} < C— {0}'dir.

o {+1,-1} < Cve C < C—{0}dir.

o Altigen plakanln diizlemi icindeki donmeleri bir alt grup olusturur:
{e,r,r?,r3 r* r®} < Dg

e {0,1,2,---,n— 1} kiimesi mod(n) toplama islemi altinda sonlu
abelyen bir grup olusturur. Buna Z, grubu denir.
Ornegin, Zg = {0,1,2,3,4,5} 6. mertebeden bir grup olusturur ve
bunun {0,2,4} alt kiimesi bir alt grup olusturur.
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Cevrimsel Grup

@ G bir grup ve x € G olsun. x’in biitiin kuvvetlerinden olusan kiime
G'nin bir alt grubunu olusturur. Bu alt gruba x tarafindan (iretilen alt
grup denir ve < x > ile gosterilir.

Eger x'in mertebesi sonsuz ise < x >={--- ,x 2, x L e, x,x%,---}
olur.

Eger x sonlu mertebeden bir eleman ise, buna m diyelim, bu durumda
<x>={e,x,x? -+ ,x™ 1} olur. Dolayisiyla < x >'in mertebesi
x'in mertebesi ile aynidir.
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Cevrimsel Grup

@ G bir grup ve x € G olsun. x’in biitiin kuvvetlerinden olusan kiime
G'nin bir alt grubunu olusturur. Bu alt gruba x tarafindan (iretilen alt
grup denir ve < x > ile gosterilir.

Eger x'in mertebesi sonsuz ise < x >={--- ,x 2, x L e, x,x%,---}
olur.

Eger x sonlu mertebeden bir eleman ise, buna m diyelim, bu durumda
<x>={e,x,x? -+ ,x™ 1} olur. Dolayisiyla < x >'in mertebesi
x'in mertebesi ile aynidir.

@ Eger G'nin 0Gyle bir x elemani bulunuyor ve < x >= G saglaniyorsa bu
durumda G grubuna cevrimsel (cyclic) grup denir.
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Cevrimsel Grup

@ G bir grup ve x € G olsun. x’in biitiin kuvvetlerinden olusan kiime
G'nin bir alt grubunu olusturur. Bu alt gruba x tarafindan (iretilen alt
grup denir ve < x > ile gosterilir.

Eger x'in mertebesi sonsuz ise < x >={--- ,x 2, x L e, x,x%,---}
olur.

Eger x sonlu mertebeden bir eleman ise, buna m diyelim, bu durumda
<x>={e,x,x? -+ ,x™ 1} olur. Dolayisiyla < x >'in mertebesi
x'in mertebesi ile aynidir.

@ Eger G'nin 0Gyle bir x elemani bulunuyor ve < x >= G saglaniyorsa bu
durumda G grubuna cevrimsel (cyclic) grup denir.

@ 7 sonsuz ¢evrimsel bir gruptur ve 1 veya —1 tarafindan dretilir.
Zp, grubu 1 tarafindan iiretilen n. mertebeden cevrimsel bir gruptur.
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@ Zg icinde
< 0>={0},
<1>=<5>="7,
<2>=<4>=1{0,2,4},
<3>=1{0,3}
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@ Zg icinde
< 0>={0},
<1>=<5>="7,
<2>=<4>=1{0,2,4},
<3>=1{0,3}

@ Ds icinde
<e>={e},
<r>=<r?>=/{e,r r?},
< s>={e,s},
< rs >={e,rs},
< r?s >={e, r’s}
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Bir G grubunun bos olmayan bir alt kiimesi H, ancak ve ancak x,y € H
iken xy~1 € H ise G'nin bir alt grubu olur.
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Bir G grubunun bos olmayan bir alt kiimesi H, ancak ve ancak x,y € H
iken xy~1 € H ise G'nin bir alt grubu olur.

Bir grubun iki alt grubunun kesisimi yine bir alt gruptur.
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Bir G grubunun bos olmayan bir alt kiimesi H, ancak ve ancak x,y € H
iken xy~1 € H ise G'nin bir alt grubu olur.

Bir grubun iki alt grubunun kesisimi yine bir alt gruptur.

Z'nin her alt grubu cevrimseldir, ve genel olarak ¢evrimsel bir grubun her
alt grubu da cevrimseldir.
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Permiitasyonlar ve Simetrik Grup

@ X herhangi bir kiime olsun. Bu kiimenin elemanlari arasinda
tanimlanan bire-bir ve 6rten bir génderime (bijection) bir permiitasyon
denir. X'in biitiin permiitasyonlarindan olusan kiime bir grup olusturur
ve Sx ile gosterilir. Eger X sonsuz bir kiime ise Sx’in mertebesi de
sonsuz olur. Eger X kiimesi ilk n pozitif tamsayidan olusan kiime ise
bunun permiitasyonlarindan olusan kiime S, olarak gosterilir ve n.
dereceden simetrik grup olarak adlandirilir. Bu durumda S,’in
mertebesi n!'dir.
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Permiitasyonlar ve Simetrik Grup

@ X herhangi bir kiime olsun. Bu kiimenin elemanlari arasinda
tanimlanan bire-bir ve 6rten bir génderime (bijection) bir permiitasyon
denir. X'in biitiin permiitasyonlarindan olusan kiime bir grup olusturur
ve Sx ile gosterilir. Eger X sonsuz bir kiime ise Sx’in mertebesi de
sonsuz olur. Eger X kiimesi ilk n pozitif tamsayidan olusan kiime ise
bunun permiitasyonlarindan olusan kiime S, olarak gosterilir ve n.
dereceden simetrik grup olarak adlandirilir. Bu durumda S,’in
mertebesi n!'dir.

o Ornegin X = {1,2,3} olarak alinirsa S3 grubu
o — 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 31712 1 3|73 2 1}’
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 3 21712 3 1|73 1 2
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sonsuz olur. Eger X kiimesi ilk n pozitif tamsayidan olusan kiime ise
bunun permiitasyonlarindan olusan kiime S, olarak gosterilir ve n.
dereceden simetrik grup olarak adlandirilir. Bu durumda S,’in
mertebesi n!'dir.

o Ornegin X = {1,2,3} olarak alinirsa S3 grubu
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e S,'in n > 3 icin abelyen olmadigini gérmek kolaydir. Ornegin S3
grubunun iki elemani alinir ve farkl siralarda carpilirsa

1 2 3|1 2 3] |1 2 3 12 311 2 3 |1 2 3
2 1 3[|1 3 2] |23 1" |1 3 2|2 13 |3 12

elde edilir.
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e S,'in n > 3 icin abelyen olmadigini gérmek kolaydir. Ornegin S3
grubunun iki elemani alinir ve farkl siralarda carpilirsa
1 2 3|1 2 3] |1 2 3 12 311 2 3 |1 2 3
[2 1 3H1 3 2}[2 3 1]' [1 3 2“2 1 3}{3 1 2]
elde edilir.
@ Permiitasyonlari dongiiler (cevrim) ile ifade etmek daha kullanisli
olacaktir. Ornegin
8 9
)

4] — (2856)(394)
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e S,'in n > 3 icin abelyen olmadigini gérmek kolaydir. Ornegin S3
grubunun iki elemani alinir ve farkl siralarda carpilirsa
1 2 3|1 2 3] |1 2 3 12 311 2 3 |1 2 3
[2 1 3H1 3 2}[2 3 1]' [1 3 2“2 1 3}{3 1 2]
elde edilir.

@ Permiitasyonlari dongiiler (cevrim) ile ifade etmek daha kullanisli
olacaktir. Ornegin

1 23 45 6
1 89 3 6 2

@ k uzunlugundaki (a1, ap, - - , ax) dongisiine bir k—ddngii denir ve
bunun mertebesi k'dir.
Uzunluklari k ve | olan iki dongiiniin carpiminin mertebesi ekok(k, /)
ile verilir.

7 8 9
7 5

4] — (2856)(394)
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e S,'in n > 3 icin abelyen olmadigini gérmek kolaydir. Ornegin S3
grubunun iki elemani alinir ve farkl siralarda carpilirsa
1 2 3|1 2 3] |1 2 3 12 311 2 3 |1 2 3
[2 1 3H1 3 2}[2 3 1]' [1 3 2“2 1 3}{3 1 2]
elde edilir.

@ Permiitasyonlari dongiiler (cevrim) ile ifade etmek daha kullanisli
olacaktir. Ornegin

1 23 45 6
1 89 3 6 2

@ k uzunlugundaki (a1, ap, - - , ax) dongisiine bir k—ddngii denir ve
bunun mertebesi k'dir.
Uzunluklari k ve | olan iki dongiiniin carpiminin mertebesi ekok(k, /)
ile verilir.

7 8 9
7 5

4] — (2856)(394)

e k = 2 icin olan ve sadece iki elemanin yerini degistiren (aman)
dongiisiine bir makas (transpozisyon) denir.
(1a) tiiriindeki makaslara temel makas denir. S,’de n — 1 tane temel
makas bulunur.
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@ S,'in her elemani ayrik dongiisel permiitasyonlar cinsinden yazilabilir.
Burada ayrik ile kastimiz her elemanin sadece tek bir ddngiide
goriinmesidir.

BYapiskan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 23 /57



@ S,'in her elemani ayrik dongiisel permiitasyonlar cinsinden yazilabilir.
Burada ayrik ile kastimiz her elemanin sadece tek bir ddngiide
goriinmesidir.

@ S53'iin elemanlarini déngiiler cinsinden yazacak olursak:
e,(12), (13), (23), (123), (132)

olacaktir.
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Sy'in her elemani ayrik dongiisel permiitasyonlar cinsinden yazilabilir.
Burada ayrik ile kastimiz her elemanin sadece tek bir ddngiide
goriinmesidir.

S3'lin elemanlarini dongiiler cinsinden yazacak olursak:
e,(12), (13), (23), (123), (132)

olacaktir.
Ayrk déngiilerin carpimi yer degistirebilir. a ve 5 S,,'in iki ayrik
permiitasyonu ise
aff = Ba
dir.
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Sy'in her elemani ayrik dongiisel permiitasyonlar cinsinden yazilabilir.
Burada ayrik ile kastimiz her elemanin sadece tek bir ddngiide
goriinmesidir.

S3'lin elemanlarini dongiiler cinsinden yazacak olursak:
e,(12), (13), (23), (123), (132)

olacaktir.
Ayrk déngiilerin carpimi yer degistirebilir. a ve 5 S,,'in iki ayrik
permiitasyonu ise
aff = Ba
dir.

Sy icindeki makaslar birlikte S,'i iiretirler ¢iinkii herhangi bir k—ddngii
makaslar cinsinden

(a1, a2, -+ ,ak) = (arak)(a1ak—1) - - - (a1a3)(a1a2))

seklinde yazilabilir.
Bu yazim tek tiirli degildir.
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Teorem4:

(12),(13),--- ,(1n) temel makaslar birlikte S,'i retirler.

Benzer sekilde (12),(23),- -, (n — 1n) ardisik makaslari da birlikte Sp'i
lretirler.
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Teorem4:

(12),(13),--- ,(1n) temel makaslar birlikte S,'i retirler.

Benzer sekilde (12),(23),- -, (n — 1n) ardisik makaslari da birlikte Sp'i
lretirler.

(12) transpozisyonu ve (12---n) n—dongisi birlikte S,,'i iiretirler.
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Teorem4:

(12),(13), - ,(1n) temel makaslar birlikte S,'i tretirler.

Benzer sekilde (12),(23),- -, (n — 1n) ardisik makaslari da birlikte Sp'i
lretirler.

(12) transpozisyonu ve (12---n) n—dongisi birlikte S,,'i iiretirler.

@ Teoremleri ispatlamak icin

(ab) = (1a)(1b)(1a)

" (1k) = (k— 1k)---(34)(23)(12)(23)(34) - - - (k — 1k)

olduklarini gézlemlemek yeterli olacaktir.
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@ S,'in verilen bir elemani makaslarin carpimi olarak farkl sekillerde
yazilabilir, fakat bu farkli yazimlardaki makaslarin sayisi her zaman ya
tektir ya da cifttir.
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@ S,'in verilen bir elemani makaslarin carpimi olarak farkl sekillerde
yazilabilir, fakat bu farkli yazimlardaki makaslarin sayisi her zaman ya
tektir ya da cifttir.

o Buradan hareketle S,'in bir elemani tek sayidaki makaslarin carpimi
olarak yazilabiliyorsa buna tek permiitasyon, cift sayidaki makaslarin
carpimi olarak yazilabiliyorsa buna cift permiitasyon denir.

Teorem®6:

S, icindeki cift permiitasyonlar mertebesi "7' olan bir alt grup olusturur. Bu

alt gruba n. dereceden Alterne Grup A, denir.
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@ S,'in verilen bir elemani makaslarin carpimi olarak farkl sekillerde
yazilabilir, fakat bu farkli yazimlardaki makaslarin sayisi her zaman ya
tektir ya da cifttir.

o Buradan hareketle S,'in bir elemani tek sayidaki makaslarin carpimi
olarak yazilabiliyorsa buna tek permiitasyon, cift sayidaki makaslarin
carpimi olarak yazilabiliyorsa buna cift permiitasyon denir.

Teorem®6:

S, icindeki cift permiitasyonlar mertebesi "7' olan bir alt grup olusturur. Bu

alt gruba n. dereceden Alterne Grup A, denir.

n > 3 icin 3—dongiiler A,'i lretir.
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Ornegin Ay'iin 12 elemani
e, (12)(34), (13)(24), (14)(23),

(123), (124), (134), (234),
(132), (142), (143), (243)

ile verilir.
Burada kolaylikla goriilebilir ki

(13)(24) = (13)(12)(14)(12) = (123)(124)

olarak yazilabilir.
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lzomorfizmler

A

Satranc tahtasinin 3 tane simetrisi
bulunur. Tahta diizlemine dik ve
tahtanin merkezinden gecen eksen
)m etrafindaki m dénmesi ile tahtanin
kosegenlerine gore yansimalara
karsilik gelen sekildeki g1 ve g
\ dénmeleri. Bunlar bir grup olusturur.
)
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lzomorfizmler

5,

/ Satranc tahtasinin 3 tane simetrisi
bulunur. Tahta diizlemine dik ve
tahtanin merkezinden gecen eksen

>m etrafindaki m dénmesi ile tahtanin
kosegenlerine gore yansimalara
karsilik gelen sekildeki g1 ve g
dénmeleri. Bunlar bir grup olusturur.

)
Diger taraftan {1,3,5,7} kiimesi mod(8)’e gbre carpma islemi altinda bir
grup olusturur. Bu iki grubun carpim tablolarini karsilastiracak olursak
aradaki benzerlik hemen géze carpar.

l e r q, q, l 1 3 S 7

e e r g, 4, 1 1 3 5 7
r r e g, q, 3 1 7 5
5 7 1 3

7 5 3 1

3
91 91 q2 € r 5
92 42 41 r € 7
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Gercekten de
e—1,r—3qg—>5qp—>7

eslestirmesi yapilirsa gruplarda tanimh carpma islemlerinin korundugu
goriiliir.
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Gercekten de
e—1,r—3qg—>5qp—>7

eslestirmesi yapilirsa gruplarda tanimh carpma islemlerinin korundugu
goriiliir.

G ve G’ iki grup olsun. G ve G arasinda Vx, y € G icin ¢(xy) = ¢(x)o(y)
olacak sekilde bire-bir ve drten bir ¢ gdnderimi bulunuyorsa bu ¢
gonderimine bir izomorfizm denir. Bu durumda G ve G’ gruplarina
izomorfturlar denir ve G = G’ olarak gosterilir.
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@ Tetrahedronun simetri grubu T'nin 12 elemandan olusan abelyen
olmayan bir grup oldugunu daha dnce gordiik. Tetrahedronun
koselerinin 1,2, 3,4 ile etiketlenmesi ile bu simetrilerden herbirinin S,
grubundan bir elemana karsilik geldigini gormek kolaydir. Aslinda

bunlar tam olarak A4 grubunun elemanlarina karsilik gelir ve bdylece
T = A4 olur.
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Tetrahedronun simetri grubu T'nin 12 elemandan olusan abelyen
olmayan bir grup oldugunu daha dnce gordiik. Tetrahedronun
koselerinin 1,2, 3,4 ile etiketlenmesi ile bu simetrilerden herbirinin S,
grubundan bir elemana karsilik geldigini gormek kolaydir. Aslinda
bunlar tam olarak A4 grubunun elemanlarina karsilik gelir ve bdylece
T = A4 olur.

G, mertebesi n olan herhangi bir sonlu cevrimsel grup ise G = Z,'dir.
x € G, G grubunun lireteci ise

¢:G— 7y

izomorfizmi ¢(x™) = m(modn) olarak tanimlanabilir.
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@ Tetrahedronun simetri grubu T'nin 12 elemandan olusan abelyen
olmayan bir grup oldugunu daha dnce gordiik. Tetrahedronun
koselerinin 1,2, 3,4 ile etiketlenmesi ile bu simetrilerden herbirinin S,
grubundan bir elemana karsilik geldigini gormek kolaydir. Aslinda
bunlar tam olarak A4 grubunun elemanlarina karsilik gelir ve bdylece
T = A4 olur.

@ G, mertebesi n olan herhangi bir sonlu ¢evrimsel grup ise G = Z,'dir.
x € G, G grubunun lireteci ise

¢:G— 7y

izomorfizmi ¢(x™) = m(modn) olarak tanimlanabilir.

@ Dj; dihedral grubunun S3'e izomorfik oldugu gosterilebilir.
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Matris Gruplari

e Bitiin (n x n) ters gevrilebilir matrislerin kiimesi, matris carpimi
altinda bir grup olusturur. Bu gruba Genel Lineer Grup, GL, adi verilir.
Matris elemanlari reel sayilardan olusuyorsa grup GL,(R) ve kompleks
sayilardan olusuyorsa GL,(C) olarak adlandirilir.
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Matris Gruplari

e Bitiin (n x n) ters gevrilebilir matrislerin kiimesi, matris carpimi
altinda bir grup olusturur. Bu gruba Genel Lineer Grup, GL, adi verilir.
Matris elemanlari reel sayilardan olusuyorsa grup GL,(R) ve kompleks
sayilardan olusuyorsa GL,(C) olarak adlandirilir.

@ Bu grubun her elemani A, x = (x1, X2, - - x») € R" olmak lizere
fa(x) = x A" yoluyla f4 : R" — R" bir lineer déniisiim tanimlar.

fag(x) = x(AB)" = xB'A" = f5(fg(x))

oldugundan AB matris carpimi f4fg bileske lineer doniisiimiine karsilik
gelir.
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Matris Gruplari

e Bitiin (n x n) ters gevrilebilir matrislerin kiimesi, matris carpimi
altinda bir grup olusturur. Bu gruba Genel Lineer Grup, GL, adi verilir.
Matris elemanlari reel sayilardan olusuyorsa grup GL,(R) ve kompleks
sayilardan olusuyorsa GL,(C) olarak adlandirilir.

@ Bu grubun her elemani A, x = (x1, X2, - - x») € R" olmak lizere
fa(x) = x A" yoluyla f4 : R" — R" bir lineer déniisiim tanimlar.

fag(x) = x(AB)" = xB'A" = f5(fg(x))

oldugundan AB matris carpimi f4fg bileske lineer doniisiimiine karsilik
gelir.
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e (n x n) bir A matrisi
ATA =1
kosulunu sagliyorsa ortogonaldir denir. (n x n) ortogonal matrislerin

kiimesi bir grup olusturur ve GL,'in bir altgrubudur. Bu alt gruba
Ortogonal Grup, O, denir.
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e (n x n) bir A matrisi
ATA =1

kosulunu sagliyorsa ortogonaldir denir. (n x n) ortogonal matrislerin
kiimesi bir grup olusturur ve GL,'in bir altgrubudur. Bu alt gruba
Ortogonal Grup, O, denir.

@ Eger A ve B ortogonal iki matris ise

(AB"HY!AB ! = (B 1)IATAB™L =1

elde ederiz. Dolayisiyla AB~1 de ortogonaldir. Teorem geregi ortogonal
matrislerin kiimesi GL,'in bir alt grubunu olustururlar.
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e (n x n) bir A matrisi
ATA =1
kosulunu sagliyorsa ortogonaldir denir. (n x n) ortogonal matrislerin
kiimesi bir grup olusturur ve GL,'in bir altgrubudur. Bu alt gruba
Ortogonal Grup, O, denir.
@ Eger A ve B ortogonal iki matris ise

(AB"HY!AB ! = (B 1)IATAB™L =1

elde ederiz. Dolayisiyla AB~1 de ortogonaldir. Teorem geregi ortogonal
matrislerin kiimesi GL,'in bir alt grubunu olustururlar.

det(A'A) =1 — (detA)> =1

oldugundan detA = +1 elde edilir. Bu durumda A matrisinin satir veya
siitiinlan boylari 1 olan vektdrler tanimlarlar ve birbirlerine diktirler.
Satir veya siitun vektorleri R" uzayinin ortonormal bir bazini
olustururlar.
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e (n x n) bir A matrisi
ATA =1
kosulunu sagliyorsa ortogonaldir denir. (n x n) ortogonal matrislerin
kiimesi bir grup olusturur ve GL,'in bir altgrubudur. Bu alt gruba
Ortogonal Grup, O, denir.
@ Eger A ve B ortogonal iki matris ise

(AB"HY!AB ! = (B 1)IATAB™L =1

elde ederiz. Dolayisiyla AB~1 de ortogonaldir. Teorem geregi ortogonal
matrislerin kiimesi GL,'in bir alt grubunu olustururlar.

det(A'A) =1 — (detA)> =1

oldugundan detA = +1 elde edilir. Bu durumda A matrisinin satir veya
siitiinlan boylari 1 olan vektdrler tanimlarlar ve birbirlerine diktirler.
Satir veya siitun vektorleri R" uzayinin ortonormal bir bazini
olustururlar.

e O, grubunda detA = 1 olan matrislerin kiimesi bir alt grup olusturur
ve buna Special Ortogonal Grup, SO, ad verilir.
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@ A € O, ortogonal bir matris olsun. Bu matris ile tanimlanan f4 lineer
déniisimii mesafeleri ve diklikleri korur.
x ve y, R™ uzayinin noktalar olsunlar. fo(x) ve fa(y) skaler carpimina
bakarsak

fa(x) - fa(y) = (xA")(yA") = xA*Ay* = x -y

elde edilir.
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@ A € O, ortogonal bir matris olsun. Bu matris ile tanimlanan f4 lineer
déniisimii mesafeleri ve diklikleri korur.
x ve y, R™ uzayinin noktalar olsunlar. fo(x) ve fa(y) skaler carpimina
bakarsak

fa(x) - fa(y) = (xA")(yA") = xA*Ay* = x -y

elde edilir.

@ ||x|| = v/x - x oldugundan yukaridaki esitlikte y = x alinirsa goriiliir ki

EaC)I| = [Ix]|

vektoriin boyu lineer doniisiim altinda invaryanttir.
Benzer sekilde eger x - y = 0 ise, déniisiimden sonra da vektdrler
birbirlerine dik kalmaya devam ederler.
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Lie Gruplari ve Lie Cebirleri

@ Grup elemanlari siirekli bir veya birden ¢cok parametreye bagl olarak
tanimlanan gruplara siirekli gruplar denir. Bagimsiz parametrelerin
sayisi grubun mertebesi olarak tanimlanabilir.
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Lie Gruplari ve Lie Cebirleri

@ Grup elemanlari siirekli bir veya birden ¢cok parametreye bagl olarak
tanimlanan gruplara siirekli gruplar denir. Bagimsiz parametrelerin
sayisi grubun mertebesi olarak tanimlanabilir.

@ Grup elemanlanini a = (a1, a2, - - , a,) olmak lizere r tane parametreye
bagli olarak g(a) olarak tanimlayalim.

Bu durumda grubun birim elemani a° ile tanimlanabilir. Grup kosullari

geregi

ve
g(3)g(a) = g(2°)

saglanir ve burada g(3) = g1(a) ters elemandir. Ayrica
g(c) = g(a)g(b)

ise bu durumda c parametresi a, b'nin bir siirekli fonksiyonu olarak
tanimlanabilir:

c = ¢(a,b)
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Lie Gruplari

@ Eger ¢ fonksiyonu a,b'nin analitik bir fonksiyonu ve benzer sekilde 3
da a’'nin analitik bir fonksiyonu ise bu durumda gruba bir r-parametreli
Lie grubu denir.

BYapiskan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 34 /57



Lie Gruplari

@ Eger ¢ fonksiyonu a,b'nin analitik bir fonksiyonu ve benzer sekilde 3
da a’'nin analitik bir fonksiyonu ise bu durumda gruba bir r-parametreli
Lie grubu denir.

@ Simdi n—boyutlu bir vektdr uzayi lizerinde, r—parametreli bir Lie
grubu tarafindan tanimlanan grup déniisiimlerine bakalim.

Uzayin baz vektdrleri x1, x0, -+ , x, olsun ve uzay {izerindeki bir

déniisiim
x' = f(x,a)

ile tanimlansin.
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Lie Gruplari

@ Eger ¢ fonksiyonu a,b'nin analitik bir fonksiyonu ve benzer sekilde 3
da a’'nin analitik bir fonksiyonu ise bu durumda gruba bir r-parametreli
Lie grubu denir.

@ Simdi n—boyutlu bir vektdr uzayi lizerinde, r—parametreli bir Lie
grubu tarafindan tanimlanan grup déniisiimlerine bakalim.
Uzayin baz vektdrleri x1, x0, -+ , x, olsun ve uzay {izerindeki bir
déniisiim

x' = f(x,a)

ile tanimlansin.

@ Bir birim doniisim bulundugunu ve donisiimlerin asosyatif oldugunu
kabul ediyoruz. Bu doéniisiimlerin bir Lie grubu olusturmasi icin su
kosullarin saglanmasi gerekir.
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(i) x' = f(x,a) ve x”" = f(x', b)

ise ¢ = ¢(a, b) analitik fonksiyonu ile tanimlanan bir ¢ parametresi
bulunur dyle ki
x" = f(x,c) = f(x,4(a, b))

saglanir.
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(i) x' = f(x,a) ve x”" = f(x', b)

ise ¢ = ¢(a, b) analitik fonksiyonu ile tanimlanan bir ¢ parametresi

bulunur dyle ki
x" = f(x,c) = f(x,4(a, b))

saglanir.
Grubun her a elemani icin tek bir 3 bulunur dyle ki

(i) x' = f(x,a) = x = f(x,3)
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(i) x' = f(x,a) ve x”" = f(x', b)

ise ¢ = ¢(a, b) analitik fonksiyonu ile tanimlanan bir ¢ parametresi

bulunur dyle ki
x" = f(x,c) = f(x,4(a, b))

saglanir.
Grubun her a elemani icin tek bir 3 bulunur dyle ki

(i) x' = f(x,a) = x = f(x,3)
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o Bir ornek olarak
x'=aix+a, a#0

déniisiimiine bakalim.

Birim eleman : Y =1, a3 =0
Ters eleman : 31 =1/a;, 3 =-a/a
Carpim o =bia;, @ =bja+ b

ile tanimlanir.
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o Bir ornek olarak
x'=aix+a, a#0

déniisiimiine bakalim.

Birim eleman : Y =1, a3 =0
Ters eleman : 31 =1/a;, 3 =-a/a
Carpim o =bia;, @ =bja+ b

ile tanimlanir.

@ Grup elemanlarini (a1, ap) seklinde parametrelerin sirali bir dizisi olarak
tanimlarsak,
Birim eleman : (1,0)
Ters eleman : (1/a1,—az/a1)
Carpim

(b1, b2)(a1, a2) = (bra1, braz + b2)

olarak yazilabilir.
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o Bir ornek olarak
x'=aix+a, a#0

déniisiimiine bakalim.

Birim eleman : Y =1, a3 =0
Ters eleman : 31 =1/a;, 3 =-a/a
Carpim o =bia;, @ =bja+ b

ile tanimlanir.

@ Grup elemanlarini (a1, ap) seklinde parametrelerin sirali bir dizisi olarak
tanimlarsak,
Birim eleman : (1,0)
Ters eleman : (1/a1,—az/a1)
Carpim

(b1, b2)(a1, a2) = (bra1, braz + b2)

olarak yazilabilir.
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Lie Cebirleri

°
x' = f(x,a)
Lie grup doniisiimiine bakalim ve birim elemani a = 0 ile tanimlayalim,
yani
x = f(x,0)

Burada x’ ve x—in n—boyutlu vektdrler ve a'nin r—parametreye
karsilik geldigini hatirlayalim.
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Lie Cebirleri

°
x' = f(x,a)
Lie grup doniisiimiine bakalim ve birim elemani a = 0 ile tanimlayalim,
yani
x = f(x,0)

Burada x’ ve x—in n—boyutlu vektdrler ve a'nin r—parametreye
karsilik geldigini hatirlayalim.

@ a parametresinin sonsuz kiiciik da degisimi altinda x vektériiniin de
sonsuz kiiciik bir mikar degistigini kabul edelim:

x + dx = f(x, da)
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Lie Cebirleri

°
x' = f(x,a)
Lie grup doniisiimiine bakalim ve birim elemani a = 0 ile tanimlayalim,
yani
x = f(x,0)

Burada x’ ve x—in n—boyutlu vektdrler ve a'nin r—parametreye
karsilik geldigini hatirlayalim.

@ a parametresinin sonsuz kiiciik da degisimi altinda x vektériiniin de
sonsuz kiiciik bir mikar degistigini kabul edelim:

x + dx = f(x, da)

o Oyleyse
_ 0f(x,0)

dx 5

da

olur.
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e Burada 0F(x.0)
x7
u(x) = 5
olarak tanimlanirsa yukaridaki esitlik bilesenler cinsinden soyle
yazilabilir:
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@ Burada 0
o) = 710

olarak tanimlanirsa yukaridaki esitlik bilesenler cinsinden soyle

yazilabilir:
Zu,y )da,, i=1,2,---,n

e Bir F(x) fonksiyonunun sonsuz kiiciik doniisiimler altinda

OF
dF = aixdx

seklinde degistigi hatirlanirsa ve burada dx = u(x)da oldugu
kullanihrsa

dF = da(u(x)0/0x)F

sonucuna ulasilir.
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@ Burada 0
o) = 710

olarak tanimlanirsa yukaridaki esitlik bilesenler cinsinden soyle

yazilabilir:
Zu,y )da,, i=1,2,---,n

e Bir F(x) fonksiyonunun sonsuz kiiciik doniisiimler altinda

OF
dF = aixdx

seklinde degistigi hatirlanirsa ve burada dx = u(x)da oldugu
kullanihrsa

dF = da(u(x)0/0x)F

sonucuna ulasilir.
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0  0f(x,0) 0
X=ul)ox =02 ox
olarak tanimlanirsa bunun r—boyutlu bir vektdr operatdr oldugu

goriiliir.
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0 0f(x,0) 0
X=u)g = %2 ox

olarak tanimlanirsa bunun r—boyutlu bir vektdr operatdr oldugu
goriiliir.

@ Bu operatdriin bilesenleri grubun iiretecleri olarak adlandirlir:
n
X, = Z ui(0/0xi), v=1,2,---,r
i=1

Herbir parametreye karsilik bir liretec bulunur.
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0 0f(x,0) 0
X=u)g = %2 ox

olarak tanimlanirsa bunun r—boyutlu bir vektdr operatdr oldugu
goriiliir.

Bu operatdriin bilesenleri grubun iiretecleri olarak adlandirlir:
n
X, = Z ui(0/0xi), v=1,2,---,r
i=1

Herbir parametreye karsilik bir liretec bulunur.

Bu iiretecler Hermitsel olacak sekilde parametrize edilirlerse grup
elemanlarini

U(au) = eiauXV =U,

tiniter matrisleri ile temsil edebiliriz.
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Lie Cebirleri

o Bodylece grup elemanlarinin birim eleman civarindaki temsillerini elde
etmis oluruz. Grubun, birim elemandan siirekli bir yolla elde edilebilen
herhangi bir elemani U, operatdrlerinin carpimi seklinde yazilabilir. Bu
ylizden grubun &zelliklerini anlamak icin bu birim eleman civarindaki
cebrini calismak yeterli olacaktir.
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Lie Cebirleri

o Bodylece grup elemanlarinin birim eleman civarindaki temsillerini elde
etmis oluruz. Grubun, birim elemandan siirekli bir yolla elde edilebilen
herhangi bir elemani U, operatdrlerinin carpimi seklinde yazilabilir. Bu
ylizden grubun &zelliklerini anlamak icin bu birim eleman civarindaki
cebrini calismak yeterli olacaktir.

Yerel Izomorfizm

X, uretecleri ile verilen biitiin Lie gruplari yerel (lokal) olarak izomorfiktirler.

@ Dahasi, bu gruplarin herbirinden birim eleman ile iliskili bu parca
lizerine bir homomorfizm kurulabilir.
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Lie Cebirleri

@ Cebrin iiretecleri arasinda bir komiitasyon iliskisi bulunur. Buna bir Lie
Cebri denir

[X;u XV] = Z C,uVAXA
A=1

cuv kompleks sayilari yapi sabitleri olarak adlandirilir.
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Lie Cebirleri

@ Cebrin iiretecleri arasinda bir komiitasyon iliskisi bulunur. Buna bir Lie
Cebri denir

r
[X;u XV] = Z C/.LI/>\X>\
A=1
cuv kompleks sayilari yapi sabitleri olarak adlandirilir.
e Komiitasyon iliskisinden
Cuvd = —Cupx

oldugunu gérmek kolaydir.
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Lie Cebirleri

Cebrin iretegleri arasinda bir komiitasyon iliskisi bulunur. Buna bir Lie
Cebri denir

Xu] Z C,LLI/>\X>\

Cuwx kompleks sayilari yapi sabitleri oIarak adlandirihr.
Komiitasyon iliskisinden
Cuvd = —Cupx
oldugunu gérmek kolaydir.
Ayrica komiitatdrler Jacobi 6zdesligini saglarlar:
[[Xu> Xo], Xal + [[X0, Xa], Xul + [[Xx, Xul, Xo] = 0

Buradan yapi sabitleri icin
r
> (CursCors + CursCaus + CaupCavs) = 0
B=1

elde edilir.
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@ Bir 6rnek olarak SO(3) grubuna bakalim. (3 x 3) reel bilesenli,
ortogonal ve detA = 1 olan matrislerin olusturdugu gruptur. Grubun
3—boyutlu reel uzayda taniml bir x vektorii iizerindeki etkisi

x' = Ax
ile tanimlanir. Birim eleman a° = 0 civarindaki déniisiimleri yazacak

olursak
x +dx = (1+ da)x = dx = xda
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@ Bir 6rnek olarak SO(3) grubuna bakalim. (3 x 3) reel bilesenli,
ortogonal ve detA = 1 olan matrislerin olusturdugu gruptur. Grubun
3—boyutlu reel uzayda taniml bir x vektorii iizerindeki etkisi

x' = Ax
ile tanimlanir. Birim eleman a° = 0 civarindaki déniisiimleri yazacak

olursak
x +dx = (1 + da)x = dx = xda

@ Grup elemanlarinin ortogonalligini kullanarak
AA'=1= (1+da)(1+da") =1
ve burada ilk mertebeden terimleri tutacak olursak
l1+da+dat=1= da=—da*

elde ederiz. Yani

0 d312 —d313
da= | —dais 0 dao3
d313 —d323 0
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@ dajp = a3, dajz = ap, daps = a; olarak tamimlanirsa dx = dau(x)
esitligini acik olarak asagidaki sekilde elde ederiz:

dx1 = xoa3 — xzao,

dxp = —x1a3 + xzai,

dX1 = X1a2 — X24a1,
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@ dajp = a3, dajz = ap, daps = a; olarak tamimlanirsa dx = dau(x)
esitligini acik olarak asagidaki sekilde elde ederiz:

dx1 = xpa3 — x3a,

dX2 = —Xx133 + X331,

dx; = x1a2 — xar,

o Bu esitlikler kullanilarak da {iretecler

0 0
)(]_—X38X2—X87X3
0
Xo = _X38 +Xx17— B’
0 0
X3 —X287X1 —Xlaix2

olarak elde edilir.
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e Komiitasyon iliskileri
[X17X2] = X37 [X27X3] - X17 [X37X1] - X2

olarak elde edilir.
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e Komiitasyon iliskileri
[X17X2] = X37 [X27X3] - X17 [X37X1] - X2

olarak elde edilir.

@ Grubun cebrini koruyacak sekilde iireteclerin kompleks lineer
kombinasyonlari alinabilir. Buradaki érnek icin J, = iX,, olarak
tamimlanirsa komiitasyon iliskisi

[Jltv Jy] = I'é“m,)\./)\

haline gelir. Burada ¢,,,, tamamen antisimetrik tensor olup €103 = 1
olarak tanimlidir.
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o ikinci olarak SU(2) grubuna bakalim. (2 x 2) kompleks bilesenli, iiniter
ve detA =1 olan matrislerin olusturdugu gruptur. Grubun 2—boyutlu
kompleks bir vektor uzayindaki etkisini énceden oldugu gibi

x' = Ax
ile tanimlayalim ve birim eleman 2% = 0 civarindaki sonsuz kiiciik
donisiimleri yazalim

x +dx = (1+ da)x = dx = xda
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o ikinci olarak SU(2) grubuna bakalim. (2 x 2) kompleks bilesenli, iiniter
ve detA =1 olan matrislerin olusturdugu gruptur. Grubun 2—boyutlu
kompleks bir vektor uzayindaki etkisini énceden oldugu gibi

x' = Ax

ile tanimlayalim ve birim eleman 2% = 0 civarindaki sonsuz kiiciik
donisiimleri yazalim

x +dx = (1+ da)x = dx = xda

@ Grup elemanlarinin Gniterligini kullanarak
AAT =1 = (14 da)(1 +da’) =1
ve burada ilk mertebeden terimleri tutacak olursak
l+da+dat=1= da= —da'

elde ederiz.
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o ikinci olarak SU(2) grubuna bakalim. (2 x 2) kompleks bilesenli, iiniter
ve detA =1 olan matrislerin olusturdugu gruptur. Grubun 2—boyutlu
kompleks bir vektor uzayindaki etkisini énceden oldugu gibi

x' = Ax

ile tanimlayalim ve birim eleman 2% = 0 civarindaki sonsuz kiiciik
donisiimleri yazalim

x +dx = (1+ da)x = dx = xda

@ Grup elemanlarinin Gniterligini kullanarak
AAT =1 = (14 da)(1 +da’) =1
ve burada ilk mertebeden terimleri tutacak olursak
l+da+dat=1= da= —da'

elde ederiz.
o Oyleyse

ia a + ia
da = 1. 2 . 3
—ap + 1a3 —lai
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e Simdi artik dx = dau(x) esitligi su sonuglari verir:
dxy = ia1xq + (32 + I.a3)X27

dxy = (—82 + ia3)x1 — a1 xy,
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e Simdi artik dx = dau(x) esitligi su sonuglari verir:
dxy = ia1xq + (32 + ia3)x2,

dxy = (—82 + ia3)x1 — ia1xo,

@ Uretecler yazilacak olursa

0 0
Xl—lxla—le/ 8X2

0 0
Xo = X207X1 _Xl(?ixz’

0
X3 = /Xga— + ixg— o

elde edilir.
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e Komiitasyon iliskileri
[X1, Xo] = =23

ve bunun cevrimsel permiitasyonlar olarak elde edilir.
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e Komiitasyon iliskileri
[X1, Xo] = =23

ve bunun cevrimsel permiitasyonlar olarak elde edilir.
@ 50(3) grubu ile olan iliskisini gormek icin X,, = —2iJ, olarak

tanimlanirsa
[J/“ J,,] = I'SM,/AJ)\

haline gelir.
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e Komiitasyon iliskileri
[Xl,XQ] = —2X3
ve bunun cevrimsel permiitasyonlar olarak elde edilir.
@ 50(3) grubu ile olan iliskisini gormek icin X,, = —2iJ, olarak
tanimlanirsa
[JN,J,,] = iSM,j)\J)\
haline gelir.

@ Bu sonugtan hareketle bu iki grubun yerel olarak birbirlerine izomorf
olduklari sdylenebilr.
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@ Bir dnceki 6rnek icin elde ettigimiz esitlikler genel olarak herhangi bir
boyuttaki SU(n) icin de gecerlidir. Fakat genel durumda n? — 1 temel
parametre bulunur ve denklemler bunlar icin ¢éziiliir.
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@ Bir dnceki 6rnek icin elde ettigimiz esitlikler genel olarak herhangi bir
boyuttaki SU(n) icin de gecerlidir. Fakat genel durumda n? — 1 temel
parametre bulunur ve denklemler bunlar icin ¢éziiliir.

e Ornegin SU(3) durumunda sekiz reel parametre bulunur ve

ial ar + ias as + ias
da= | —ay+ a3 ae ar + iag
—ag +las —ay +lag —ia1 — iag

olarak tanimlanir.
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@ Bir dnceki 6rnek icin elde ettigimiz esitlikler genel olarak herhangi bir
boyuttaki SU(n) icin de gecerlidir. Fakat genel durumda n? — 1 temel
parametre bulunur ve denklemler bunlar icin ¢éziiliir.

e Ornegin SU(3) durumunda sekiz reel parametre bulunur ve

ial ar + ias as + ias
da= | —ay+ a3 ae ar + iag
—ag +las —ay +lag —ia1 — iag

olarak tanimlanir.
Kalan adimlari tamamlayarak iiretec operatdrlerini elde ediniz.
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Lorentz Doniisiimleri, SO(3,1) Grubu

@ 4—boyutlu Minkowski uzay-zamanindaki

s =22 — X Xj

araliklarini invaryant birakan déniisiimler Lorentz Grubu, SO(3,1)
olarak adlandirilan bir grup olusturur.
4—vektor notasyonu kullanilarak araliklar

s? = ux!'x”

olarak ifade edilebilir.
Metrik tensor gy, = (1, —1,—1,—1) olarak tanimlidur.
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Lorentz Doniisiimleri, SO(3,1) Grubu

@ 4—boyutlu Minkowski uzay-zamanindaki
S2 = C2t2 — XjX;

araliklarini invaryant birakan déniisiimler Lorentz Grubu, SO(3,1)
olarak adlandirilan bir grup olusturur.
4—vektor notasyonu kullanilarak araliklar

s? = ux!'x”

olarak ifade edilebilir.
Metrik tensor gy, = (1, —1,—1,—1) olarak tanimlidur.
o Simdi bu kosulu saglayan lineer doniisiimlere acik olarak bakalim:

XM= Nix? = N3x + Nx!
déniisiimii altinda
/ v 14 ag g
guXxH'x" = gm,/\"f/\ax”x = gpoxPx

araliklarin invaryant kalmasi icin
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— v
8o = N\, N\s
kosulu saglanmaldir.
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Bpo = guu/\g/\g
kosulu saglanmaldir.
o x* ile bir siitun vektoriinii gosterecek olursak yukarndaki ifadeyi matris
notasyonunda yazmak daha uygun olacaktir:

s2 = xtgx

ve
x' = Lx.

Burada L, AL bilesenlerinin matris esdegiridir.
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8po = guy/\g/\g

kosulu saglanmaldir.
x* ile bir siitun vektdriinii gdsterecek olursak yukaridaki ifadeyi matris
notasyonunda yazmak daha uygun olacaktir:

s2 = xtgx
ve

x' = Lx.
Burada L, AL bilesenlerinin matris esdegiridir.
Oyleyse invaryantlk kosulunu

g=Lgl
seklinde ifade edebiliriz. Bu esitlikten

detg = detl'detgdetl = detl = +1

sonucuna ulasilir.
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8po = guy/\g/\g
kosulu saglanmaldir.
o x* ile bir siitun vektoriinii gosterecek olursak yukarndaki ifadeyi matris
notasyonunda yazmak daha uygun olacaktir:

s2 = xtgx

ve
x' = Lx.

Burada L, AL bilesenlerinin matris esdegiridir.
@ Oyleyse invaryantlik kosulunu

g=Lgl
seklinde ifade edebiliriz. Bu esitlikten

detg = detl'detgdetl = detl = +1

sonucuna ulasilir.
@ detl = 1 durumu proper Lorentz doniisiimleri ve detl = —1 durumu
ise improper Lorentz doniisiimleri olarak adlandirilir,
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e Yukaridaki esitlikte (00)—bilesenine bakacak olursak
1= AggpoNg = (M5)” — (No)?

elde ederiz. Dolayisiyla
G| > 1

dir.
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e Yukaridaki esitlikte (00)—bilesenine bakacak olursak
1= AggpoNg = (M5)” — (No)?

elde ederiz. Dolayisiyla
A > 1
dir.

e A} > 1 durumunda déniisiimler orthochronous, ve A < —1 ise
non-orthochronous olarak adlandirilir.
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e Yukaridaki esitlikte (00)—bilesenine bakacak olursak
1= AggpoNg = (M5)” — (No)?
elde ederiz. Dolayisiyla
A > 1

dir.

e A} > 1 durumunda déniisiimler orthochronous, ve A < —1 ise
non-orthochronous olarak adlandirilir.

@ Dolayisiyla Lorentz déniisiimleri dort sinifa ayrilir:
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@ proper orthochronous(Ll): detl = +1,A3 > 1
proper non—orthochronous(Li): detl = +1,A} < —1
improper orthochronous(Li): detl = —1,AJ > 1
improper non-orthochronous(L* ): detl = ~-L,AJ <1

BYapiskan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 52 /57



@ proper orthochronous(Ll): detl = +1,A3 > 1
proper non—orthochronous(Li): detl = +1,A} < —1
improper orthochronous(Li): detl = —1,AJ > 1
improper non-orthochronous(L* ): detl = ~-L,AJ <1

0 0 x' = OUxJ burada OV ortogonal bir matristir.

10
(o o)
Burada detO = +1 olabilir. Dolayisiyla donmeler Ll veya LT sinifinin
dyeleridirler.

o Dinmeler: x¥ = x
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@ Boostlar: x—ekseni dogrultusundaki bir boost

x"0 = x%coshn — x*sinhn, x* = —x%sinhn + x* coshn

2,3 2,3

X =X

ile tanimlanir.

coshn —sinhp 0 0

[ — —sinhn  coshn 0 0
0 0 10

0 0 01

Boostlar Ll sinifindandirlar.
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o Zaman Tersinmesi: x® = —x%,  x/' = x/ ile verilir ve L* sinifina aittir.
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o Zaman Tersinmesi: x® = —x%,  x/' = x/ ile verilir ve L* sinifina aittir.

@ Uzayzaman Tersinmesi: x’* = —x" ile verilir ve Li sinifina aittir.
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Zaman Tersinmesi: x© = —x%,  x'' = x' ile verilir ve L* sinifina aittir.

Uzayzaman Tersinmesi: x'* = —x* ile verilir ve Li sinifina aittir.

Herhangi bir Lorentz déniisiimii bu dért tipteki déniisiimlerin bir
carpimi olarak ifade edilebilir.

Simdi SO(3,1) grubunun iireteclerine bakalim: Donmeler ile
baslayacak olursak bunlarin zaman bileseni iizerine herhangi bir etkisi
yoktur. Dolayisiyla SO(3) grubunun iireteclerini bir 0 satir ve siitunu
ekleyerek genigletmek yeterli olacaktir.
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000 O 0 0 00 00 0 0
000 O 0 0 0 i 00 —i 0
=10 00 —il> =10 0 0 0 =107 0 o0
00 i 0 0 —i 00 00 0 0

ikinci olarak boostlar icin iiretecleri elde edelim. Yukarida verilen x—ekseni
dogrultusundaki boost icin hesaplayacak olursak:

0 —i 00

y, =98y |- 000
on "0 0 0 00

0 0 00

y ve z—eksenleri dogrultusundaki boostlar icin de benzer sekilde
hesaplanabilir.
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o Uretecler acik olarak elde edildikten sonra komiitasyon iliskilerine
bakilacak olursa asagidaki sonuclar elde edilir:

[Xi7)<j] = ieiijky
[Xiv »/J] = igijkyk7
[Yi, Yj] = —iejjXk,

Cebirden de goriilecegi lizere donmeler icin olan iretecler kendi
lizerlerine kapanir ve bdylece bir alt cebir olustururlar: so(3) alt-cebri
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Uretecler acik olarak elde edildikten sonra komiitasyon iliskilerine
bakilacak olursa asagidaki sonuclar elde edilir:

[Xi7)<j] = ieiijky
[Xiv 5/J] = igijkyk7
[Yi, Yj] = —iejjXk,

Cebirden de goriilecegi lizere donmeler icin olan iretecler kendi
lizerlerine kapanir ve bdylece bir alt cebir olustururlar: so(3) alt-cebri

Fakat ayni sey boostlar icin gecerli degildir. Son esitlikten goriilecegi
lizere cebir kapali degildir.
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Uretecler acik olarak elde edildikten sonra komiitasyon iliskilerine
bakilacak olursa asagidaki sonuclar elde edilir:

[Xi7)<j] = ieiijky
[Xia Y/] = i€ijkYk,
[Yi, Yj] = —iejjXk,

Cebirden de goriilecegi lizere donmeler icin olan iretecler kendi
lizerlerine kapanir ve bdylece bir alt cebir olustururlar: so(3) alt-cebri

Fakat ayni sey boostlar icin gecerli degildir. Son esitlikten goriilecegi
lizere cebir kapali degildir.

Ureteclerin lineer bir kombinasyonu alinarak cebri sadelestirmek
mimkiindiir.

X&) = %(x +iY)

alinirsa cebir su hale gelir:
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X x ) X(+ | = iej XIE+)7
X, X = e,
[Xi(Jr)’)(j(i)] -0

Buradan cebrin bagimsiz iki parcadan olustugu ve herbir parcanin bir
su(2) cebrine karsilik geldigi goriiliir.

SO(4) grubunun cebrinde de benzer bir durum gergeklesir. Fakat orada
tireteclerin lineer kombinasyonlarinda  faktorii yoktur.

Bundan dolayr SO(3,1) cebri lokal olarak aslinda SU(2) x SU(2)’ye
degil SL(2,C)’ye izomorftur.
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e Kaynaklar:
1. Groups and Symmetry, M. A. Armstrong, Springer.
2. Unitary Symmetry and Elementary Particles, D. B.
Lichtenberg, Academic Press
3. Groups, Representations and Physics, H. F. Jones, Adam Hilger

o Sekiller (1) numarali kaynaktan alinmustir.

BYapiskan (MSGSU) GRUP KURAMI TBAE Yaz Okulu 58 /57



