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Véletlen bolyongas
(random walk, véletlen séta)
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Brown-mozgas

" Brown-mozgas: sztochasztikus folyamat,
gazokban és  folyadékokban lebeg6
részecskék szuntelenul zajlo, vélet-lenszeri
mozgasa

a Brown-mozgast végzdé részecskék
yvéletlen bolyonganak”: mozgaspalyaik
altalanossagban  véletlenszerliek, folya-
matosak és rendszertelenek

Véletlen bolyongassal lehet modellezni pl.
az a taplalékot keresé allat keresési
utvonalat, az ingadozo piaci arakat vagy a
szerencsejatékos pénzigyi helyzete
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Ot nagyobb részecske (sarga
pottyok) Brown-mozgasanak
szamitogepes szimulacidja



Véletlen bolyongas a matematikaban

1D Random Walk

25 1

= Matematikailag: a véletlen bolyongas
egy sztochasztikus folyamat, amely soran
véletlenszerl |épések sorozatabol all
Ossze egy matematikai halmazon 10 -
értelmezett palya

20 1

Pasition

" Elemi példa: a véletlenszerld séta az
egész szamok 7Z halmazan, amely O-val
kezd6dik, és minden lépésnél egyenld _10
valdszinliséggel +1 vagy -1 |épést tesz
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l ?a=-1 . : la1 =+1I . l Véletlen séta az Z halmazon: kezdés a
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Véletlen bolyongas két- és haromdimenzdoban

Y Position

2D Random Walk
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Véletlen séta az Z? halmazon: kezdés a
(0,0)-nal majd +1, 0 vagy -1 lépés
egyenld valésziniiséggel x és y iranyban
(minddsszesen 1000 |épes)

3D Random Walk

Z Position

Véletlen séta az Z3 halmazon: kezdés a
(0,0,0)-nal majd +1, 0 vagy -1 lépes
egyenld valészinliséggel x, y, z iranyban
(minddsszesen 200 Iépés)



Bachelier munkaja

a spekulacié soran vesznek és eladnak,

= Bachelier francia matematikus doktori hogy profitalianak az aringadozasokbol

értekezése (1900): a véletlen bolyongas
elsé formalis megfogalmazasa

az opcios ligylet egy hataridds szerzédeés:

" a3z értekezés témdja gazdasagi-pénziigyi: az egyik félnek veteli vagy eladasi jogot

opciok arazasa spekulativ piacokon (ma is biztosit;
P - P P a masik félnek kotelezettseget teremt
aktualis) eladasara vagy megvételére

= Bachelier meghatarozta az arvaltozasok
valoszinlségét

a kotelezettséget vallao fél a kotelezett-
séget és az azzal jard kockazatot az opciods
dijért vallalja, ez az opcid ara




Egydimenzios diszkrét véletlen bolyongas

legyen adott n azonos eloszlasu véletlen valtozé x; 6sszege:
Sn = X1 +X2 +°“+xn
S, megadja, hogy 0-bdl n |épés alatt milyen pozicidba jutunk;
S,, aranyos a teljes sétaidével, ndt: S,, = x(nAshol At egy lépéshez sziikséges id6
az n lépés utani a pozicié varhato értéke nulla: n
E(Sy) = ) E(x) =0

ha egy |[épés mérete s, akkor x; véletlenszerlen +s vagy —isiértéket vesz fel; a varhato
teljes megtett tavolsag négyzete (variancia) n |épés utan:

E(S3) = Z E(x?) = ns?
i=1



Egydimenzios folytonos véletlen bolyongas

vegyuk azn = oo, At = 0 hataresetet ugy, hogy t = nAt véges; ekkor:

2

S
E(x2(t)) = ns? = -t s? = DAt, E(x?(t)) = Dt

a variancia linearis fuggése az id6t6l a diffuziv folyamatokra jellemzé, igy D az un.
diffuzios allando

Einstein: a Brown-részecske valoszinlségi slrlségfliggvénye P — P(QT, t)
Do

a folytonos hataresetben az x(t) sztohasztikus folyamat egy Gauss-folyamat

véletlen séta = Gauss sétahan —» o

a Gauss folyamat egy Wiener-folyamat (id6ben folytonos sztochasztikus folyamat) és a
martingal kutatasokban jatszik szerepet

a martingal a korrekt jatek modellje, ahol a korabbi események sohasem segitik a
jovébeli nyerést



Centralis hatareloszlas-tétel (CHT)

* legyen adott egy valdszinlségi valtozo S, =Y./, x; amely n darab x; fuggetlen
véletlen valtozd 6sszege, tovabba E(x;) = 0, E(xlz) = Sl-2 (véges!),
n n

, 1
o2 =E(S2) = z s? és ha o, - oo, p E(U?) -» 1 Lindenberg-feltétel
i=1 ni=1

ahol Ve > 0 U; = x; ha |x;| < €0, és U; = 0 minden mas esetben

= ekkor a standardizalt 6sszeg

~ S X1 +X2+" """+ X , : : , .
§, =20 - 2 = " egységnyi varianciaju Gauss-eloszlast kovet

g, . /n

PC&(SsI) = exp(—§,,2/2).

|
N

: P(S‘n) folyamatosan egy Gauss eloszlashoz kozelit, ahogy n novekszik



CHT az egyenletes eloszlas példajan
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CHT az exponencialis eloszlas példajan
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A konvergencia sebessege

For independent random variables with finite variance, the CLT ensures that
S, will converge to a stochastic process with pdf

PG(SH) — exp( Sr.' /20-11) (315)

\/ oy

How fast is this convergence? Chebyshev considered this problem for a sum
S, of 11.d. random variables x;. He proved [30] that the scaled distribution
function given by

-S
5) = / P(3,)d3, (3.16)

differs from the asymptotic scaled normal distribution function ®(S) by an
amount

—5°/2 S (S (S
Fi?(S) _(I)(S) ~ e\/ﬁ (inl(/Z) -+ Q}(I ) 4+ -0+ an}(/z) + - ) : (317)

where the Q;(S) are polynomials in S, the coeflicients of which depend on the
first j + 2 moments of the random variable {x;}.

~ X
Y=
P(x)= P(x)n'/?



Elsé Berry-Esséen tétel

Let the x; be independent variables with a common distribution function F
such that

E{x;} = 0 (3.18)
E{x?} = ¢>>0 (3.19)
E{lx|’} = p<oo. (3.20)
Then [57], for all S and n,
3p

[Fu(S) —D(S)| < (3.21)

63\/5'
The inequality (3.21) tells us that the convergence speed of the distribution
function of S, to its asymptotic Gaussian shape is essentially controlled by
the ratio of the third moment of the absolute value of x; to the cube of the
standard deviation of x;.



Masodik Berry-Esséen tétel

Theorem 2 1s a generalization that considers random variables that might
not be identically distributed. Let the x; be independent variables such that

E{X;} = 0
E{x;} = of
E{xi’} =
and define
S‘i = 0% —+ 0% + -+ O'i
and

Then [57] for all S and n,

[Fu(S) —@(S)] < 6.

(3.22)
(3.23)
(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)



Attraktor medence

The study of limit theorems uses the concept of the basin of attraction of
a probability distribution. To introduce this concept, we focus our attention
on the changes in the functional form of P(S,) that occur when n changes.

We restrict our discussion to identically distributed random variables x;.
P(S1) then coincides with P(x;) and i1s characterized by the choices made
in selecting the random variables x;. When n increases, P(S,) changes its
functional form and, if the hypotheses of the CLT are verified, assumes
the Gaussian functional form for an asymptotically large value of n. The
|Gaussian pdf i1s an attractor (or fixed point) in the functional space of pdfsl
for all the pdfs that fulfill the requirements of the CLT. The set of such pdfs
constitutes the basin of attraction of the Gaussian pdf.




Gauss-attraktor
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Fig. 3.5. Pictorial representation of the convergence to the Gaussian pdf Pg(S.,,) for
the sum of 1.1.d. finite variance random variables.



Gaussi véletlenszerd séta

A normal eloszlastol fuggden valtozo [épésmeérettel rendelkezd véletlenszerd
bolyongas modellként hasznalhato valos idosoros adatokhoz, peldaul a pénzigyi
piacokon. Az opcioarak modellezésere szolgalo Black—Scholes-modell példaul
egy Gauss-féle véletlen bolyongast hasznal alapfeltevésként.



K6szonom szépen a figyelmet!



