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Áttekintés

▪ Brown-mozgás: véletlen bolyongó részecskék 

▪ véletlen bolyongás a matematikában

▪ Bachelier munkája

▪ egydimenziós diszkrét és folytonos véletlen bolyongás

▪ centrális határeloszlás-tétel, konvergencia a normális eloszláshoz

▪ Gaussi véletlen bolyongás és a pénzügyi piacok 



Brown-mozgás

▪ Brown-mozgás: sztochasztikus folyamat,
gázokban és folyadékokban lebegő
részecskék szüntelenül zajló, vélet-lenszerű
mozgása

▪ a Brown-mozgást végző részecskék
„véletlen bolyonganak”: mozgáspályáik
általánosságban véletlenszerűek, folya-
matosak és rendszertelenek

▪ Véletlen bolyongással lehet modellezni pl.
az a táplálékot kereső állat keresési
útvonalát, az ingadozó piaci árakat vagy a
szerencsejátékos pénzügyi helyzete Öt nagyobb részecske (sárga 

pöttyök) Brown-mozgásának 

számítógépes szimulációja 



Véletlen bolyongás a matematikában

▪ Matematikailag: a véletlen bolyongás
egy sztochasztikus folyamat, amely során
véletlenszerű lépések sorozatából áll
össze egy matematikai halmazon
értelmezett pálya

▪ Elemi példa: a véletlenszerű séta az
egész számok ℤ halmazán, amely 0-val
kezdődik, és minden lépésnél egyenlő
valószínűséggel +1 vagy −1 lépést tesz

Véletlen séta az ℤ halmazon: kezdés a 

0-nál majd +1 vagy −1 lépés egyenlő 

valószínűséggel



Véletlen séta az ℤ2 halmazon: kezdés a 

(0,0)-nál majd +1, 0 vagy −1 lépés

egyenlő valószínűséggel x és y irányban

(mindösszesen 1000 lépés)

Véletlen séta az ℤ3 halmazon: kezdés a 

(0,0,0)-nál majd +1, 0 vagy −1 lépés

egyenlő valószínűséggel x, y, z irányban 

(mindösszesen 200 lépés)

Véletlen bolyongás két- és háromdimenzóban



Bachelier munkája

▪ Bachelier francia matematikus doktori
értekezése (1900): a véletlen bolyongás
első formális megfogalmazása

▪ az értekezés témája gazdasági-pénzügyi:
opciók árazása spekulatív piacokon (ma is
aktuális)

▪ Bachelier meghatározta az árváltozások
valószínűségét

• a spekuláció során vesznek és eladnak,
hogy profitáljanak az áringadozásokból

• az opciós ügylet egy határidős szerződés:
az egyik félnek vételi vagy eladási jogot
biztosít;
a másik félnek kötelezettséget teremt
eladására vagy megvételére

• a kötelezettséget vállaó fél a kötelezett-
séget és az azzal járó kockázatot az opciós
díjért vállalja, ez az opció ára



Egydimenziós diszkrét véletlen bolyongás

▪ legyen adott 𝑛 azonos eloszlású véletlen változó 𝑥𝑖 összege:

▪ 𝑆𝑛 megadja, hogy 0-ból 𝑛 lépés alatt milyen pozícióba jutunk;

▪ 𝑆𝑛 arányos a teljes sétaidővel, 𝑛𝛥𝑡: ahol 𝛥𝑡 egy lépéshez szükséges idő

▪ az 𝑛 lépés utáni a pozíció várható értéke nulla:

▪ ha egy lépés mérete 𝑠, akkor 𝑥𝑖 véletlenszerűen +𝑠 vagy −𝑠 értéket vesz fel; a várható
teljes megtett távolság négyzete (variancia) 𝑛 lépés után:

𝑆𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛

𝑆𝑛 = 𝑥(𝑛Δ𝑡)

𝐸 𝑆𝑛 =

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝑥𝑖 = 0

𝐸 𝑆𝑛
2 =

𝑖=1

𝑛

𝐸 𝑥𝑖
2 = 𝑛𝑠2



Egydimenziós folytonos véletlen bolyongás

▪ vegyük az 𝑛 → ∞, Δt → 0 határesetet úgy, hogy t = 𝑛𝛥𝑡 véges; ekkor:

▪ a variancia lineáris függése az időtől a diffúzív folyamatokra jellemző, így 𝐷 az ún.
diffúziós állandó

▪ Einstein: a Brown-részecske valószínűségi sűrűségfüggvénye

▪ a folytonos határesetben az 𝑥(𝑡) sztohasztikus folyamat egy Gauss-folyamat

▪ a Gauss folyamat egy Wiener-folyamat (időben folytonos sztochasztikus folyamat) és a
martingál kutatásokban játszik szerepet

▪ a martingál a korrekt játék modellje, ahol a korábbi események sohasem segítik a
jövőbeli nyerést

𝑠2 = 𝐷Δ𝑡, 𝐸 𝑥2(𝑡) = 𝐷𝑡𝐸 𝑥2(𝑡) = 𝑛𝑠2 =
𝑠2

𝛥𝑡
𝑡,

véletlen séta ≡ Gauss séta ha 𝒏 → ∞



Centrális határeloszlás-tétel (CHT)

▪ legyen adott egy valószínűségi változó 𝑆𝑛 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 amely 𝑛 darab 𝑥𝑖 független

véletlen változó összege, továbbá 𝐸 𝑥𝑖 = 0, 𝐸 𝑥𝑖
2 = 𝑠𝑖

2 (véges!),

és ha 𝜎𝑛 → ∞,

ahol ∀𝜖 > 0 𝑈𝑖 = 𝑥𝑖 ha 𝑥𝑖 ≤ 𝜖𝜎𝑛 és 𝑈𝑖 = 0minden más esetben

▪ ekkor a standardizált összeg

▪ 𝑷(෨𝑺𝒏) folyamatosan egy Gauss eloszláshoz közelít, ahogy 𝒏 növekszik

𝜎𝑛
2 = 𝐸 𝑆𝑛

2 =

𝑖=1

𝑛

𝑠𝑖
2 1

𝜎𝑛
2

𝑖=1

𝑛

𝐸(𝑈𝑖
2) → 1

egységnyi varianciájú Gauss-eloszlást követ 

Lindenberg-feltétel



CHT az egyenletes eloszlás példáján



CHT az exponenciális eloszlás példáján



A konvergencia sebessége



Első Berry-Esséen tétel



Második Berry-Esséen tétel



Attraktor medence



Gauss-attraktor



Gaussi véletlenszerű séta



Köszönöm szépen a figyelmet!


