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Stabil eloszlasok (még az el6z6 fejezetbdl)

* Vegyiik n db filiggetlen, azonos eloszlasu (i.i.d.) véletlen valtozo (v.v.) 6sszegét:

o4 | | |

Definicié: Az F(x) eloszlastiiggvényti X valoszinliségi valtozot stabilisnak nevezziik, ha az
ugyancsak F(x) eloszlastiiggvényl fiiggetlen X; és X, valoszintiségi valtozokhoz barmely
¢,,c, € R_esetén talalhatok a €s b konstansok ugy, hogy

c, X, +c,X, =aX +b (eloszlasban)

masodik ketto eloszlas. 04 | :
* A Gauss és Lorentz folyamatok stabilak, zz | /\ | /\ |
de altalaban a sztochasztikus 0a |

folyamatok nem. . 4—/\_ T~
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Stabil eloszlasok (Lorentz eset)

* Formalis bizonyitas (A Gauss és Lorentz eloszlasok stabilak)

* Lorentz véletlen valtozo esetén a siirliségfliggvény (pdf)

" 1
P(x)= L~
(x) 792+ X2

+GC 1 A
* Ennek Fourier-transzformaltja: o¢(q) = P(x)e*dx ,azaz | ¢(q) =e¢ lal

T :f.f

* Tudjuk a konvolucids tételbdl, hogy

7 [ @ e = ZF)F[g(x)] = Flg)Glq).
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Stabil eloszlasok (Lorentz eset)

e Kéti.i.d. v.v. esetén:

Sy = x1 + xo.

* P2(S2) pdf-je:  P2(S2) = P(x1) (X P(x2).

« Alkalmazva a konvoluciés tételt:  ¢2(q) = [¢(q)]>

* Altaldnos esetben pedig

* gy végiil
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Pn(S,) = P[T|]®P{\E)® e

ealqg) = [@(g)]".

® P(x,).




Stabil eloszlasok (Lorentz eset)

* A karakterisztikus fuggvény alkalmazasanak fontossaga itt Iép életbe.

+ Tudjuk, hogy Lorentz esetben: ~ ©2(q) = ¢4V

. | [+ .
* Alkalmazva azinverz FT-t: P(x)= 3= [ o(q)e " dyq.
LT

. _':-C

2 1 ]

* Azt kapjuk, hogy Pr(S$2) = — 71— pw 2 X2

* Ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy a Lorentz-eloszlas stabil-eloszlas.
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Stabil eloszlasok (Gauss eset)

* Analég modon nézziik a Gauss esetet. A slrliségfuiggvény ekkor

* A karakterisztikus fliiggvény pedig: ¢l(g) = e~ @/ _ p1a' y =07 /2.

* A korabbiakbol pedig kdvetkezik, hogy | ¢2(q) = ¢
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Stabil eloszlasok (Gauss eset)

* Ujra alkalmazzuk az inverz FT-t, azt kapjuk, hogy

1 2,
Py(Sy) = ———e ¥

NS,

 Ez masképpenirva p. (g, — 1 —x/2(J267 azlathato, hogy o, = /20
P>(57) —— ¢ : 8 \
V2n(y/20)

 Megmutattuk tehat, hogy két stabil sztochasztikus folyamat létezik: a Gauss és
a Lorentz. Mindkét esetben a karakterisztikus fiiggvény alakja hasonlé: ¢(g) = ¢ 774",
ahol a=1 a Lorentz, az a=2 a Gauss eset.
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Stabil eloszlasok (altalanos) karakterisztikus fv-e

Levy [92] and Khintchine [80] solved the general problem of determining
the entire class of stable distributions. They found that the most general
form of a characteristic function of a stable process is

Cing — 7]q|* [l — fﬁé—ltan (%1)] [ #+ 1]

Ing(g) = 4 (4.20)

Ling —7lgl [1+if42Inlgl] =1

where 0 < o < 2. 7 1s a positive scale factor, i 1s any real number. and [ 1s
an asymmetry parameter ranging from —1 to 1.
The analytical form of the Levy stable distribution is known only for a

few values of « and [:

e v=1/2, =1 (Levy—Smirnov)
e v =1, f =0 (Lorentzian)

o ® =2 (Gaussian)



Power-law viselkedés

e Koncentraljunk a szimmetrikus (B=0) és zéro varhato értékre (y=0). Az inverz FT
ekkor

| 1~ . .
Pp(x) = —/ e~ 741" cos(gx)dg.
n Jo
e Kevés szamolas utan (1 + o) sin(mo/2) _
P (|x]) ~ /2) x| 7).

i"[l_‘i(|l+f"

The asymptotic behavior for large values of x 1s a power-law behavior,
a property with deep consequences for the moments of the distribution.
Specifically, E{|x|"} diverges for n > « when o < 2.|{In particular, all Levy
stable processes with o < 2 have infinite variance. Thus non-Gaussian stable
stochastic processes do not have a characteristic scale — the variance 1s
infinite!
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Power-law

6/20/2024

> Testmagassag

Katasztrofak nagysaga és azok
valdszindsége

i

Katasztrofak nygasaga az
idd flggvényeben
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Szentpétervari paradoxon

A jaték lényege:
A nyeremény 2 dollarrdl indul, és ez addig duplazdédik, amig meg nem jelenik az
elsé fej. Itt a jaték véget ér és a jatékos viheti a pénzt, amit addig ,,dobott”
maganak. Tehat 2-t nyer, ha az elsé dobas fej, 4-et, ha csak a masodik lesz fej, 8-
at, ha csak a harmadik, és igy tovabb.
Mennyit fizetnénk azért, hogy ebben a jatékban részt vehessiink?
Szamoljuk ki a varhat6 értéket: E=Jx2+ x4+ lx8+Lx16+..

=1+1+1+7+...

= 0

A bank a veszteségét kérné ezért a jatékért — ami végtelen nagy 6sszeg. De nincs
olyan jatékos, aki 30 dollarnal tobbet fizetne ezért. Miért?
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Arvaltozasi statisztikak |.

A stabil, nem Gauss-eloszlasok azért
érdekesek, mert engedelmeskednek a 70 |
hatareloszlasi tételeknek.

Azonban az arvaltozas-eloszlas tobbnyire —
° ° oo s 50 +
nem stabil. Ehhez ugyanis sziikség lenne, T
hogy az x; v.v.-k %‘
(i) Paronként fliggetlenek és Sa0
(ii) Azonos eloszlasuak legyenek.
1.0

Empirikus megfigyelés azonban nem
igazolja (ii)-t, mert példaul az arvaltozasok 84 85 '86 87 83 80 90 91 92 93 94 95 96
szérasa erdsen id6fiiggs. Ezt a jelenséget time (year)

a pénzuevekben idofugeo volatilitasként Fig. 4.2. Monthly volatility of the S&P 500 index measured for the 13-year period
p gy g8 January 1984 to December 1996. Courtesy of P. Gopikrishnan.
ismerik
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Arvaltozasi statisztikak ||

Létezik egy megfelel6bb hatareloszlas
tétel, melyben az x; v.v.-k fliggetlenek, de 70 |
nem feltétleniil azonos eloszlasuak. Ezt

eldszor Bawly és Khintchine fogalmaztak —

50 +
meg. T
Itt az S, 6sszegben nincs egyetlen x; ‘;3 3.0 |
sztochasztikus valtozd, amely uralja az
osszeget. Ekkor a Khintchine-tétel

1.0

kimondja, hogy sziikséges és elégséges,
hogy F_(S), a hatareloszlasfiiggvény, % 8 '®5 w7 @8 B 9 o1 0 9 94 95 9
korlatlanul oszthaté legyen. time (year)

Fig. 4.2. Monthly volatility of the S&P 500 index measured for the 13-year period
January 1984 to December 1996. Courtesy of P. Gopikrishnan.
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Korlatlanul oszthato véletlen folyamatok

A random process y 1s infinitely divisible if, for every natural number k, it can
be represented as the sum of k i.i.d. random variables {x;}. The distribution
function F(y) 1s infinitely divisible if and only if the characteristic function
¢o(q) 1s, for every natural number k, the kth power of some characteristic
function ¢y (g). In formal terms

o(q) = [or(q)]". (4.33)

with the requirements (1) ¢ (0) = 1 and (11) ¢i(g) 1s continuous.

Példaul (Stabil folyamatok) Példaul (Poisson folyamatok)
) [ 1 62 Al P(m:A) = cﬂ_}"(ﬁbm/nﬂL with m =0.1.....n,
0(q) = exp {.‘,uq — %qzl mm) (;(q) = exp i,\f — zkffz

o(q) = exp[A(e'? — 1)), mmmmd ¢ (q) = exp E{ei‘:—" — 1}] .

@(q) = explipg — y|q|*], =) ¢ (q) =exp |— q|”
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Véletlen folyamatok osztalyozasa

A korlatlanul oszthato eloszlasok
osztalya meglehetdsen nagy, mely
magaban foglalja a stabil
eloszlasokat.

Ezeknek lehet véges és végtelen a
szorasa.

A stabil, nem-Gauss véletlen
folyamatok végtelen szérassal
rendelkeznek.

A Gauss az egyetlen stabil folyamat,
amelynek véges a szdrasa.
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