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2. átdolgozott kiadás

Typotex • 2004
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4. Újabb paradoxonok 203
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7. Az első számjegy paradoxona 232
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2. táblázat 283
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7. Pétervári paradoxon

7.1. A paradoxon története

A szerencsejátékok vizsgálatából kifejlődött valószı́nűségszá-
mı́tás a XVII. század második felében az élet egyre több terü-

letén hódı́tott tért. Így érthető is, hogy az 1665-ben alapı́tott
legelső tudományos folyóiratok (a francia Journal des Sça-
vans és az angol Philosophical Transactions) példáját követve,
szinte minden számottevő tudományos folyóirat rendszere-
sen közölt valószı́nűségszámı́tási cikkeket. Egyre többen gon-
dolták úgy, hogy a valószı́nűség nem más, mint számokba tö-
mörı́tett józan ész. Az 1700-as évek elején azonban a Pétervári
Tudományos Akadémia folyóirata egy olyan valószı́nűség-
számı́tási cikket közölt, amelyben a matematikai számı́tások
egyáltalán nem voltak összhangban a józan ésszel. A cikket
Daniel Bernoulli ı́rta, és a paradoxon e cikk révén vált ismertté,
de a paradoxon valójában már korábban megszületett, még-
pedig Daniel Bernoulli unokabátyjának, Nicolaus Bernoullinak
1713. szeptember 9-én Pierre Montmort-hoz ı́rt levelében. (A
Bernoulli matematikuscsaládnak egyébként több tagja is fog-
lalkozott valószı́nűségszámı́tással, különösen Jacob Bernoulli,
akinek nevével még fogunk találkozni a nagy számok törvé-
nyeivel kapcsolatban.)

7.2. A paradoxon megfogalmazása

Egy szabályos pénzérmével addig dobunk, amı́g fejet nem
kapunk. Ha már az első dobás eredménye fej, akkor kapunk
a banktól 2 forintot, ha csak a második fej, akkor 4 forintot,
ha csak a harmadik, akkor 8-at stb. Minden újabb dobásnál
megkétszereződik a nyeremény. Kérdés: mennyi az a pénz-
összeg, amennyit méltányos játék esetén zetnünk kellene
ahhoz, hogy egy ilyen játékot végigjátszhassunk? Ha a méltá-
nyosságot úgy értelmezzük, hogy a tiszta nyeremény átlagos
értéke (várható értéke) 0 legyen, akkor ez a természetes köve-
telmény arra a paradox eredményre vezet, hogy akármilyen
(véges) sok pénzt is zetünk a banknak, a játék mindig hátrá-
nyos lesz a bank számára.
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7.3. A paradoxon magyarázatai

A bank veszteségének várható értéke valóban végtelen, hi-
szen annak a valószı́nűsége, hogy a k-adik dobással ér véget
a játék 1/2k, és ez esetben a bank 2k forintot zet, ı́gy a bank
átlagosan

1

2
2 +

1

4
4 +

1

8
8 + . . . = 1 + 1 + 1 + . . . ,

azaz végtelen sok pénzt zet ki, tehát méltányos játék ese-
tén a kezdéskor nekünk is végtelen sok pénzt kellene zet-
nünk a játékért. Matematikai szempontból ez a számı́tás tel-
jesen helyes is, ami azonban mit sem változtat azon, hogy az
eredmény igen meglepően hangzik. Többen javasoltak olyan
módosı́tásokat, amelyeknél már a „józan ész” számára is elfo-
gadható eredmény adódik.

(i) Buffon, Cramer és mások annak a természetes feltétel-
nek az elfogadását javasolták, hogy a banknak csak egy előre
megadott (véges) mennyiségű pénz áll rendelkezésére. Le-
gyen ez a pénzösszeg mondjuk egymillió forint. Ha a szabá-
lyok szerint a játékosnak ennél több pénz járna, akkor is csak
egymilliót kap. Ekkor a játékos nyereményének várható ér-
téke (gyelembe véve, hogy 220 már több, mint egymillió):
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106 =

= 19 + 1,90 + . . . ≈ 21,

vagyis ha 21 forintot zetünk egy játékért, akkor már egy pi-
cikét jól is jár a bank. Ez az eredmény teljesen elfogadható.

(ii) W. Feller arra mutatott rá, hogy ha a méltányosság fogal-
mát módosı́tjuk, és egy játékot akkor tekintünk méltányos-
nak, ha m játszma befejezése után a véletlentől függő Nm

nyereménynek és az m játszmáért összesen bezetett Rm

részvételi dı́jnak az aránya nagy m esetén nagy valószı́nű-
séggel igen közel lesz az 1-hez, pontosabban, ha annak a va-
lószı́nűsége, hogy
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akármilyen kicsi pozitı́v ε számra 1-hez konvergál (ha m vég-
telenhez tart), akkor a pétervári játék igen egyszerűen méltá-
nyossá válik. Feller bebizonyı́totta, hogy ha Rm = m log2 m,
akkor a játék igazságos lesz.

Ha a játék úgy lenne méltányos, hogy Rm = cm, ahol c va-
lamilyen konstans, akkor ez nyilván azt jelentené, hogy min-
den egyes játszmáért c forintot kellene zetnünk. Ez azonban
nem tehető meg, hiszen a c akármilyen nagy is, a bank – mint
láttuk – mindig rosszul járna. Ha azonban a c nem állandó,
hanem m növekedésével nő, mégpedig úgy, hogy c = log2 m,
akkor – Feller tétele szerint – helyreáll a méltányosság. Ha az
egyes játszmákért nem mindig ugyanazt a pénzösszeget -
zetjük be, hanem pl. a következőket:

2, 4, 2, 8, 2, 4, 2, 4, 2, 16, 2, 4, 2, 8, 2, 4, 2, 2, 32, 2, 4, 2, . . . ,

akkor Steinhaus egy 1949-es cikke szerint e sorozat igazságos
abban az értelemben, hogy ha Fn(x) a legfeljebb x nagyságú
bezetések relatı́v gyakorisága, akkor Fn(x) annak a valószı́-
nűségéhez konvergál (amikor n → ∞), hogy a bank legfel-
jebb x nagyságú összeget zet ki. Erről a témáról az utóbbi
években sok cikket ı́rt Csörgő Sándor több társszerzővel.

7.4. Megjegyzések

(i) Buffon a XVIII. században 2084 játék eredménye alapján
azt tapasztalta, hogy kb. 10 Ft zetése esetén lesz a játék mél-
tányos.

(ii) A pétervári paradoxonnal szoros kapcsolatban áll az
a gyakran alkalmazott halmozási (más néven „martingál”)
stratégia, amelyben mindmáig sok szerencsejátékos hisz (és
megy is tönkre). Akárcsak a pétervári játékban, most is a bank
ellen játszunk egy igazságos játékot (minden játszmában
50%-os eséllyel nyerünk). Ha az első játszmában vesztünk,
akkor megkétszerezzük a tétet, ha a másodikban is vesztünk,
akkor újból kétszerezzük a tétet, és mindaddig kétszer annyit
teszünk, mint az előző alkalommal, amı́g végre az nem jön
ki, amire tippeltünk. Ha a legelső tétünk 1 Ft volt és az első
n− 1 játszmában vesztettünk, de az n-edikben már nyerünk,
akkor összesen 1 + 2 + 4 + . . . + 2n−1 = 2n − 1 forintot
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vesztettünk és 2n-et nyertünk, ı́gy összesen 1 Ft tiszta nye-
reségre teszünk szert. Minthogy 1 valószı́nűséggel valamikor
csak „bejön” a tippünk, a halmozási stratégia szinte biztos
nyerő módszernek látszik. A látszat azonban itt is csal, mert
általában még mielőtt bármit is nyernénk, a sokszori duplá-
zásban már rég elvesztettük minden pénzünket. Természete-
sen, ha valakinek korlátlan sok pénz áll rendelkezésére, akkor
ez a martingál stratégia valóban kedvező számára, de akinek
már amúgy is végtelen sok pénze van, attól igazán nem kell
irigyelnünk néhány forint nyereséget. Egyébként a játékka-
szinók mindenütt maximalizálják a tétek nagyságát, és bár a
maximum valóban csillagászati összegnek tűnik, mégis telje-
sen hatástalanná teszi a „martingál” tı́pusú stratégiákat.
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