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7. Pétervari paradoxon
7.1. A paradoxon torténete

A szerencsejatékok vizsgélatabol kifejlédott valészintiségsza-
mitas a XVII. szazad masodik felében az élet egyre tobb terii-
letén hoditott tért. Igy érthetd is, hogy az 1665-ben alapitott
legelsé tudomanyos folyéiratok (a francia Journal des Sca-
vans és az angol Philosophical Transactions) példajat kovetve,
szinte minden szamottevé tudoményos folydirat rendszere-
sen kozolt valészintiségszamitasi cikkeket. Egyre tobben gon-
doltak Gigy, hogy a valészintiség nem mas, mint szamokba t6-
moritett j6zan ész. Az 1700-as évek elején azonban a Pétervari
Tudomanyos Akadémia folydirata egy olyan valdszintiség-
szamitasi cikket k6zolt, amelyben a matematikai szamitdsok
egyaltalan nem voltak 6sszhangban a jézan ésszel. A cikket
Daniel Bernoulli irta, és a paradoxon e cikk révén valt ismertté,
de a paradoxon val6jdban mar korabban megsziiletett, még-
pedig Daniel Bernoulli unokabatyjanak, Nicolaus Bernoullinak
1713. szeptember 9-én Pierre Montmort-hoz irt levelében. (A
Bernoulli matematikuscsalddnak egyébként tobb tagja is fog-
lalkozott valészintiségszamitassal, kiillondsen Jacob Bernoulli,
akinek nevével még fogunk talalkozni a nagy szamok torvé-
nyeivel kapcsolatban.)

7.2. A paradoxon megfogalmazasa

Egy szabalyos pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem
kapunk. Ha mar az els6é dobas eredménye fej, akkor kapunk
a banktdl 2 forintot, ha csak a masodik fej, akkor 4 forintot,
ha csak a harmadik, akkor 8-at stb. Minden Gijabb dobasnal
megkétszerezédik a nyeremény. Kérdés: mennyi az a pénz-
Osszeg, amennyit méltdnyos jaték esetén fizetniink kellene
ahhoz, hogy egy ilyen jatékot végigjatszhassunk? Ha a mélta-
nyossagot ugy értelmezziik, hogy a tiszta nyeremény atlagos
értéke (varhat6 értéke) 0 legyen, akkor ez a természetes kove-
telmény arra a paradox eredményre vezet, hogy akarmilyen
(véges) sok pénzt is fizetiink a banknak, a jaték mindig hatra-
nyos lesz a bank szdmara.
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7.3. A paradoxon magyarazatai

A bank veszteségének varhat6 értéke valéban végtelen, hi-
szen annak a val6szintisége, hogy a k-adik dobassal ér véget
a jaték 1/2%, és ez esetben a bank 2* forintot fizet, igy a bank
atlagosan

1 1 1

2 AT g8t =l
azaz végtelen sok pénzt fizet ki, tehat méltanyos jaték ese-
tén a kezdéskor nekiink is végtelen sok pénzt kellene fizet-
niink a jatékért. Matematikai szempontbdl ez a szamités tel-
jesen helyes is, ami azonban mit sem valtoztat azon, hogy az
eredmény igen meglepden hangzik. To6bben javasoltak olyan
moédositasokat, amelyeknél mar a ,jézan ész” szamara is elfo-
gadhat6 eredmény adédik.

(i) Buffon, Cramer és masok annak a természetes feltétel-
nek az elfogadasat javasoltak, hogy a banknak csak egy elére
megadott (véges) mennyiségd pénz all rendelkezésére. Le-
gyen ez a pénzosszeg mondjuk egymilli6 forint. Ha a szaba-
lyok szerint a jatékosnak ennél tobb pénz jarna, akkor is csak
egymilliét kap. Ekkor a jatékos nyereményének varhaté ér-
téke (figyelembe véve, hogy 22° mar tobb, mint egymillio):

1 1 1 19 1 1 6
52—‘,—14—1—...4-2?2 + ﬁ—’—ﬁ—i_.” 10° =

=19+ 1,90+ ...~ 21,

vagyis ha 21 forintot fizetiink egy jatékért, akkor mar egy pi-
cikét jol is jar a bank. Ez az eredmény teljesen elfogadhaté.
(ii) W. Feller arra mutatott r4, hogy ha a méltanyossag fogal-
mat moddositjuk, és egy jatékot akkor tekintiink méltanyos-
nak, ha m jatszma befejezése utan a véletlentdl fiiggd N,
nyereménynek és az m jatszmdaért Osszesen befizetett R,
részvételi dijnak az ardnya nagy m esetén nagy valdszind-
séggel igen kozel lesz az 1-hez, pontosabban, ha annak a va-
16szintisége, hogy
Nim
R’VVL

—1'<6
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akdrmilyen kicsi pozitiv e szdmra 1-hez konvergal (ha m vég-
telenhez tart), akkor a pétervari jaték igen egyszertien mélta-
nyossa valik. Feller bebizonyitotta, hogy ha R,, = mlog, m,
akkor a jaték igazsagos lesz.

Ha a jaték agy lenne méltanyos, hogy R,, = c¢m, ahol c va-
lamilyen konstans, akkor ez nyilvan azt jelentené, hogy min-
den egyes jatszmaért c forintot kellene fizetniink. Ez azonban
nem tehetd meg, hiszen a c akdrmilyen nagy is, a bank — mint
lattuk — mindig rosszul jarna. Ha azonban a ¢ nem allando,
hanem m névekedésével né, mégpedig tgy, hogy ¢ = log, m,
akkor — Feller tétele szerint — helyreall a méltanyossag. Ha az
egyes jatszmakért nem mindig ugyanazt a pénzdsszeget fi-
zetjitk be, hanem pl. a kovetkezdket:

2,4,2,8,2,4,2,4,2,16,2,4,2,8,2,4,2,2,32,2,4,2, ...,

akkor Steinhaus egy 1949-es cikke szerint e sorozat igazsagos
abban az értelemben, hogy ha F,,(x) a legfeljebb = nagysagu
befizetések relativ gyakorisaga, akkor F),(z) annak a valészi-
nidségéhez konvergal (amikor n — o0), hogy a bank legfel-
jebb = nagysagt Osszeget fizet ki. Errél a témardl az utébbi
években sok cikket irt Csérgé Sandor tobb tarsszerzével.

7.4. Megjegyzések

(i) Buffon a XVIIL szdzadban 2084 jaték eredménye alapjan
azt tapasztalta, hogy kb. 10 Ft fizetése esetén lesz a jaték mél-
tanyos.

(ii) A pétervari paradoxonnal szoros kapcsolatban &ll az
a gyakran alkalmazott halmozési (mas néven ,martingél”)
stratégia, amelyben mindmaig sok szerencsejatékos hisz (és
megy is tonkre). Akdrcsak a pétervari jatékban, most is a bank
ellen jatszunk egy igazsagos jatékot (minden jatszméban
50%-os eséllyel nyeriink). Ha az els6 jatszmaban vesztiink,
akkor megkétszerezziik a tétet, ha a masodikban is vesztiink,
akkor Gjbol kétszerezziik a tétet, és mindaddig kétszer annyit
tesziink, mint az el6z6 alkalommal, amig végre az nem jon
ki, amire tippeltiink. Ha a legels6 tétiink 1 Ft volt és az elsd
n — 1 jatszmaban vesztettiink, de az n-edikben méar nyeriink,
akkor osszesen 1 + 2 + 4 + ... + 2" = 27 — 1 forintot
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vesztettiink és 2"-et nyertiink, igy 6sszesen 1 Ft tiszta nye-
reségre tesziink szert. Minthogy 1 valészintiséggel valamikor
csak ,bejon” a tippiink, a halmozési stratégia szinte biztos
nyerd médszernek latszik. A latszat azonban itt is csal, mert
altalaban még mielStt barmit is nyernénk, a sokszori dupla-
zasban mar rég elvesztettitk minden pénziinket. Természete-
sen, ha valakinek korlatlan sok pénz all rendelkezésére, akkor
ez a martingal stratégia valoban kedvez6 szamara, de akinek
mar amugy is végtelen sok pénze van, attdl igazdn nem kell
irigyelniink néhany forint nyereséget. Egyébként a jatékka-
szin6k mindeniitt maximalizéljak a tétek nagysagat, és bar a
maximum valéban csillagészati 6sszegnek ttinik, mégis telje-
sen hatastalanna teszi a ,martingal” tipusa stratégiakat.
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