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Elméleti Fizika Tanszék
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Heisenberg-féle határozatlansági reláció

Heisenberg-féle határozatlansági reláció:

∆x∆px ≥
1

2
, [x̂, p̂] = i

h̄ = 1 egységekben

Heisenberg-Robertson-határozatlansági reláció:

∆A∆B ≥
1

2
|〈ψ|[Â, B̂]|ψ〉|

ahol Â szórása a ψ állapotban

∆A = (〈ψ|Â2|ψ〉 − 〈ψ|Â|ψ〉2)1/2

Az alsó határ függ az állapottól. Ha pl. ψ sajátállapota
Â-nak ∆A = 0, tehát 〈ψ|[Â, B̂]|ψ〉 = 0. Így a B̂ szórására
nem adódik feltétel.
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Heisenberg-féle határozatlansági reláció

% =

{
1
L
, ha a dobozban van ∆x = L√

12

0, ha nincs a dobozban

% =

 2
L
, ha a dobozban van ∆x =

√
7
4

L√
12

0, ha nincs a dobozban
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Heisenberg-féle határozatlansági reláció

% =

{
1
L
, ha valamelyik dobozban van ∆x ≈ L

√
N

0, ha nincs egyik dobozban sem

Ha N →∞, ∆x→∞.
Túl nagy a távoli tartományok járuléka (az átlagtól vett
nagy eltérés miatt).
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Heisenberg-féle határozatlansági reláció

ψ(x) =

{
1√
2a
, ha x ∈ [−a, a]

0, egyébként

Fourier-transzformáció

φ(k) =
1
√
πa

sin (ak)

k

A szórás ∞
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Entrópia határozatlansági relációk
A Shannon-féle entrópia összeg

Legyen Ψ(r) a koordinátatérbeli hullámfüggvény, Φ(p)
pedig a Fourier-transzformáltja.
Eloszlásfüggvényeik: % = |Ψ|2 ill. γ = |Φ|2.
Shannon-entrópia:

S|Ψ|2 = −
∫
%(r) ln %(r)dr

S|Φ|2 = −
∫
γ(p) ln γ(p)dp

határozatlansági reláció:

S|Ψ|2 + S|Φ|2 ≥ 3(1 + lnπ)
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A Rényi-entrópia

Rényi-entrópia:

Rα
% ≡

1

1− α
ln
∫
%α(r)dr, 0 < α <∞, α 6= 1

A Rényi-entrópia tart a Shannon-entrópiához, ha α→ 1

8



Entrópia határozatlansági relációk
A Rényi-féle entrópia összeg

Határozatlansági reláció:

Rα
|Ψ|2 +Rβ

|Φ|2 ≥ f(α, β),
1

α
+

1

β
= 2,

f(α, β) =
3D

2

[
1

α− 1
ln
(
α

π

)
+

1

β − 1
ln
(
β

π

)]
α → 1 esetben visszakapjuk a Shannon-féle entrópia
összegre vonatkozó határozatlansági relációt.
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Kvantum fázisátmenetek

A klasszikus fázisátmeneteknél a rendszer tulajdonságai
hirtelen megváltoznak. Ez valamely paraméter (általában
a hőmérséklet) megváltozására következik be.

A kvantum fázisátmenetek 0 abszolút hőmérsékleten
következnek be. A kvantumfluktuációk okozzák. Valamely
csatolási paraméter megváltozása váltja ki:

H = H(λ) = H0 + λV

(H0 integrálható.)

A λ = λc kritikus pontban az alapállapoti hullámfüggvény
szimmetriája hirtelen megváltozik.
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A Dicke-modell

A Dicke-modell a kvantumoptika egyik alapmodellje.
Nagy számú két állapotú atom és egyetlen hozzá csatolt
foton tér (módus) kölcsönhatását ı́rja le.

Az atomok száma N, az energiaszintek különbsége ω0.
A Hamilton-operáror:

H = ω0Jz + ωa†a+
λ
√

2j
(a† + a)(J+ + J−),

Jz, J± az impulzusmomentum operátorok
j = N/2 nagyságú pseudospin
a és a† a bozontér operátorai (a módus frekvenciája ω).
Termodinamikai határesetben, (N, j → ∞), a csatolási
paraméter kritikus értékénél (λc = 1

2

√
ωω0) kvantum

fázisátalakulás történik. Két fázis van: normál fázis
(λ < λc) és szuper-radiáns fázis (λ > λc).
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Sρ+Sγ Shannon-féle entrópiaösszeg ( N = 6, 10, 20, ω0 = ω = 1, 2(1+lnπ) ≈ 4.29)
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∆x∆px ill. ∆y∆py (N = 6, 10, 20, ω0 = ω = 1)
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Rényi-féle entrópiaösszeg (N = 10, 20, 40, ω0 = ω = 1, λc = 0.5)
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Alapállapoti sűrűségfüggvény koordináta- és impulzustérben λ = 0.3, λ = 0.55 és

λ = 0.7 értékekre (ω0 = ω = 1, N = 20).
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Összefoglalás

Az előadás bemutatta a Shannon- és Rényi-entrópiákkal
kifejezett határozatlansági relációkat.

Láttuk, hogy a Dicke-modellben az entrópia határozatlan-
sági relációk jobb jellemzését adják a kvantum fázis-
átmeneteknek mint a koordináta és impulzus szórásokat
tartalmazó határozatlansági reláció.
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A prezentáció elkésźıtését a K 100590 OTKA és a
TAMOP 4.2.2.A-11/1/KONV-2012-0036 projektek
támogatták. A TAMOP projekt az Európai Unió
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