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Subtrac=on	
  scheme	
  

Real	
  radia=on	
  for	
  tops	
  in	
  most	
  channels	
  calculated	
  as	
  first	
  applica=on	
  in	
  MC	
  ‘11	
  
	
  
Subsequently	
  applied	
  by	
  others	
  to	
  several	
  non-­‐trivial	
  problems:	
  
-­‐  Z	
  -­‐>	
  e+e-­‐	
  	
  (as	
  a	
  warmup)	
  Boughezal,	
  Melnikov,	
  Petriello	
  ‘11	
  
-­‐  top	
  quark	
  decay	
  Brucherseifer,	
  Caola,	
  Melnikov	
  ‘13	
  
-­‐  b	
  -­‐>	
  Xueν	
  Brucherseifer,	
  Caola,	
  Melnikov	
  ‘13	
  
-­‐  H	
  +	
  jet	
  Boughezal,	
  Caola,	
  Melnikov,	
  Petriello,	
  Schulze	
  ‘13	
  
-­‐  Muon	
  decay	
  spin	
  asymmetry	
  Caola,	
  Czarnecki,	
  Liang,	
  Melnikov,	
  Szafron	
  ‘14	
  
-­‐  Single	
  top-­‐quark	
  produc=on	
  Brucherseifer,	
  Caola,	
  Melnikov	
  ‘14	
  
	
  
By	
  the	
  inventor	
  with	
  collaborators:	
  
-­‐	
  	
  	
  Total	
  cross	
  sec=ons	
  for	
  top-­‐quark	
  pair	
  produc=on	
  
	
  	
  	
  	
  	
  with	
  P.	
  Bärnreuther,	
  P.	
  Fiedler	
  and	
  A.	
  Mitov	
  ‘12	
  –	
  ’14	
  
-­‐	
  	
  	
  Asymmetry	
  at	
  the	
  Tevatron	
  (and	
  differen=al	
  distribu=ons)	
  
	
  	
  	
  	
  	
  with	
  P.	
  Fiedler	
  and	
  A.	
  Mitov	
  ‘14	
  



Subtrac=on	
  scheme	
  

Currie,	
  LoopFest	
  `14	
  



Inspira=on	
  
I.  Frixione,	
  Kunszt,	
  Signer	
  ‘96	
  (FKS)	
  

	
  
BUT:	
  
	
  
1)  No	
  analy=c	
  integra=on	
  over	
  subtrac=on	
  terms	
  
2)  Solu=on	
  to	
  overlapping	
  singulari=es	
  not	
  present	
  at	
  NLO	
  

II.  Binoth,	
  Heinrich	
  ‘00	
  (Sector	
  decomposi=on)	
  
	
  Anastasiou,	
  Melnikov,	
  Petriell	
  ‘04	
  (in	
  the	
  context	
  of	
  phase	
  spaces)	
  

	
  
BUT:	
  
	
  
1)  Process	
  independent	
  
2)  Decomposi=on	
  driven	
  by	
  physical	
  singulari=es	
  



What’s	
  there	
  to	
  compute?	
  



What’s	
  there	
  to	
  compute?	
  



Outline	
  of	
  the	
  scheme	
  

I.  D-­‐dimensional	
  formula=on	
  
	
  

1)  Phase	
  space	
  decomposi=on	
  
2)  Phase	
  space	
  parameteriza=on	
  
3)  Genera=on	
  of	
  subtrac=on	
  and	
  integrated	
  subtrac=on	
  terms	
  

	
  
II.  4-­‐dimensional	
  formula=on	
  

1)  Average	
  over	
  azimuthal	
  angles	
  
2)  Separa=on	
  of	
  finite	
  contribu=ons	
  
3)  ‘t	
  HooE-­‐Veltman	
  regulariza=on	
  of	
  separately	
  finite	
  

contribu=ons	
  



Phase	
  space	
  decomposi=on	
  
Goal:	
  split	
  the	
  phase	
  space	
  into	
  sectors	
  with	
  a	
  controllable	
  number	
  of	
  singulari=es	
  

NLO	
  

NNLO	
  

Ini=al	
  state	
  reference	
  

final	
  state	
  reference	
  
Paperns:	
  

Ini=al	
  state	
  reference	
  

final	
  state	
  reference	
  



Phase	
  space	
  decomposi=on	
  
Example:	
  gg	
  -­‐>	
  gggg	
  

NLO	
   NNLO	
  



Phase	
  space	
  decomposi=on	
  
Example:	
  gg	
  -­‐>	
  gguu~	
  

NLO	
   NNLO	
  



Phase	
  space	
  parameteriza=on	
  
Goal:	
  parameterize	
  the	
  phase	
  space	
  in	
  terms	
  of	
  reference	
  and	
  unresolved	
  momenta	
  

Goal:	
  Parameterize	
  unresolved	
  momenta	
  through	
  energy	
  and	
  angle	
  variables	
  

NLO-­‐type	
  or	
  rather	
  single-­‐unresolved	
  

NNLO-­‐type,	
  i.e.	
  
triple-­‐	
  and	
  double-­‐unresolved	
  



Phase	
  space	
  parameteriza=on	
  
Example:	
  triple-­‐collinear	
  sector	
  parameteriza=on	
  



Triple	
  unresolved	
  parameteriza=on	
  

Phase	
  space	
  parameteriza=on	
  



Extra	
  dimensions	
  for	
  soE	
  poles:	
  5	
  at	
  NLO,	
  6	
  at	
  NNLO	
  

Phase	
  space	
  parameteriza=on	
  



Behavior	
  of	
  the	
  phase	
  space	
  at	
  the	
  boundaries:	
  

Genera=on	
  of	
  subtrac=on	
  terms	
  

Worst	
  case	
  behavior	
  of	
  the	
  matrix	
  element:	
  

Write	
  cross	
  sec=on	
  as:	
  

Apply	
  formula:	
  

Calculate	
  limits:	
  

Example:	
  real	
  radia=on	
  at	
  NLO	
  



Genera=on	
  of	
  subtrac=on	
  terms	
  

Collec=on	
  of	
  matrix	
  elements	
  required	
  



Average	
  over	
  azimuthal	
  angles	
  

When	
  it	
  works	
  as	
  expected	
  

When	
  there	
  are	
  subtle=es	
  



Separa=on	
  of	
  finite	
  contribu=ons	
  
At	
  NLO	
  (just	
  the	
  real	
  and	
  virtual	
  correc=ons)	
  

At	
  NNLO	
  (only	
  double	
  real	
  radia=on)	
  

Complete	
  list	
  



Separa=on	
  of	
  finite	
  contribu=ons	
  

The	
  separa=on	
  into	
  single-­‐	
  and	
  double-­‐unresolved	
  does	
  
not	
  work	
  naively	
  because	
  of	
  	
  
	
  
	
  
	
  
They	
  must	
  be	
  made	
  separately	
  finite,	
  because	
  they	
  have	
  
Different	
  dimensionality	
  phase	
  spaces	
  in	
  HV	
  regulariza=on	
  
	
  
The	
  most	
  obscure	
  feature	
  of	
  the	
  scheme	
  
	
  
List	
  of	
  correc=ons	
  provided	
  in	
  the	
  paper	
  	
  



‘t	
  HooE-­‐Veltman	
  regulariza=on	
  

Facts:	
  
	
  
1)  The	
  finiteness	
  does	
  not	
  depend	
  on	
  the	
  func=onal	
  form	
  of	
  

the	
  matrix	
  elements	
  

2)  The	
  integral	
  over	
  epsilon-­‐dimensional	
  volume	
  of	
  a	
  finite	
  
func=on	
  must	
  be	
  of	
  order	
  epsilon	
  

Consequences:	
  
	
  
1)  Drop	
  all	
  epsilon	
  expansion	
  terms	
  of	
  the	
  matrix	
  elements	
  

2)  Restrict	
  the	
  phase	
  space	
  with	
  delta-­‐func=ons	
  



‘t	
  HooE-­‐Veltman	
  regulariza=on	
  
Phase	
  space	
  restric=on	
  achieved	
  with	
  the	
  measurement	
  func=on	
  

Non-­‐trivial	
  consequences:	
  

Maximally	
  unresolved	
  contribu=ons:	
  

Single	
  unresolved	
  contribu=ons	
  in	
  the	
  triple-­‐collinear	
  sector	
  



It	
  does	
  work	
  
Example:	
  gg	
  -­‐>	
  p~	
  +	
  ng,	
  n=0,1,2	
  



It	
  does	
  work	
  
Example:	
  gg	
  -­‐>	
  p~	
  +	
  ng,	
  n=0,1,2	
  



…even	
  for	
  distribu=ons	
  



Where	
  are	
  the	
  details?	
  



Current	
  project	
  
C++	
  soEware	
  with	
  the	
  complete	
  implementa=on	
  of	
  the	
  scheme	
  
	
  
Born	
  level	
  amplitudes	
  contained	
  thanks	
  to	
  a	
  FORTRAN95	
  library	
  
by	
  Andreas	
  van	
  Hameren	
  
	
  
The	
  user	
  must	
  provide	
  the	
  one-­‐loop	
  amplitudes	
  
-­‐  (n+1)-­‐point	
  func=on	
  
-­‐  n-­‐point	
  func=on	
  spin	
  and	
  color	
  correlated	
  
-­‐  n-­‐point	
  func=on	
  squared	
  (note	
  below)	
  
-­‐  on	
  the	
  technical	
  side:	
  	
  

	
  1)	
  scale	
  dependence	
  separately	
  
	
  2)	
  everything	
  as	
  finite	
  remainders	
  

Would	
  be	
  a	
  dream	
  to	
  have	
  a	
  standard	
  soEware	
  built	
  in,	
  but	
  beware	
  of	
  high	
  
requirements	
  on	
  stability	
  (much	
  higher	
  than	
  at	
  NLO)	
  of	
  the	
  (n+1)-­‐point	
  func=on	
  
	
  
The	
  user	
  may	
  provide	
  the	
  two-­‐loop	
  finite	
  remainder	
  
However:	
  the	
  two-­‐loop	
  amplitude	
  and	
  the	
  one-­‐loop	
  squared	
  have	
  no	
  kinema=c	
  
singulari=es	
  at	
  NNLO,	
  therefore	
  can	
  be	
  treated	
  separately	
  of	
  our	
  soEware	
  


