
II
:
F
R

O
M

P
H

E
N

O
M

E
N

O
LO

G
Y

T
O

T
H

E
O

R
Y



T
H

E
G

LO
B

A
L

P
IC

T
U

R
E

H
E

R
A

 F
2

012345

1
10

10
2

10
3

10
4

10
5

F2 
em

-log10(x)

Q
2 (G

eV
2 )

Z
E

U
S 

N
L

O
 Q

C
D

 fi
t

H
1 

PD
F 

20
00

 fi
t

H
1 

94
-0

0

H
1 

(p
re

l.)
 9

9/
00

Z
E

U
S 

96
/9

7

B
C

D
M

S

E
66

5

N
M

C

x=
6.

32
E

-5
x=

0.
00

01
02

x=
0.

00
01

61
x=

0.
00

02
53

x=
0.

00
04

x=
0.

00
05

x=
0.

00
06

32
x=

0.
00

08

x=
0.

00
13

x=
0.

00
21

x=
0.

00
32

x=
0.

00
5

x=
0.

00
8

x=
0.

01
3

x=
0.

02
1

x=
0.

03
2

x=
0.

05

x=
0.

08 x=
0.

13 x=
0.

18

x=
0.

25

x=
0.

4

x=
0.

65

•
P
A

R
T
O

N
S

W
IT

H
E

R
R

O
R

S
N

O
W

A
V
A

IL
A

B
LE

•
G

LO
B

A
L

F
IT

S
B

A
S

E
D

O
N

LA
R

G
E

S
E

T
S

O
F

D
A

T
A
:

M
R

S
T,

C
T
E

Q
⇒

LA
R

G
E

D
A

T
A

S
E

T
S
,

A
LE

K
H

IN
:

D
IS

+D
Y

d
a
ta

in
cl

u
d

ed
in

C
T

E
Q

5
p

a
rt

o
n

fi
t

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

1/
X

10
0

10
1

10
2

Q (GeV)

D
IS

 (f
ix

ed
 ta

rg
et

)
H

E
R

A
 (’

94
)

D
Y

W
-a

sy
m

m
et

ry
D

ire
ct

-γ
Je

ts



IS
IT

C
O

N
S

IS
T
E

N
T
?

P
D

F
E

R
R

O
R

S
C

O
M

P
A

R
A

B
LE

T
O

O
R

E
V

E
N

LA
R

G
E

R
T
H

A
N

T
H

E
O

R
Y

E
R

R
O

R
S

W
P
R

O
D

U
C

T
IO

N
C

R
O

S
S
-S

E
C

T
IO

N
T

E
V
A

T
R

O
N

P
D

F
S

E
T

X
S

E
C

[N
B
]

P
D

F
U

N
C

E
R

T
A

IN
T
Y

A
LE

K
H

IN
2
.7

3
±

0
.0

5
(T

O
T
)

M
R

S
T
2
0
0
2

2
.5

9
±

0
.0

3
(E

X
P
T
)

C
T
E

Q
6

2
.5

4
±

0
.1

0
(E

X
P
T
)

T
H

O
R

N
E

•
A

LE
K

H
IN

V
S
.

M
R

S
T
/C

T
E

Q
→

W
P
R

O
D

U
C

T
IO

N
X

S
E

C
T

A
T

T
E

V
A

T
R

O
N

D
O

N
O

T
A

G
R

E
E

W
IT

H
IN

R
E

S
P
E

C
T
IV

E
E

R
R

O
R

S

•
A

LE
K

H
IN

V
S
.

M
R

S
T
/C

T
E

Q
→

P
R

E
D

IC
T
IO

N
S

F
O

R
A

S
S

O
-

C
IA

T
E

H
IG

G
S
W

P
R

O
D

U
C

T
IO

N
LH

C
D

O
N

O
T

A
G

R
E

E
W

IT
H

IN
R

E
S

P
E

C
T
IV

E
E

R
R

O
R

S

H
IG

G
S

P
R

O
D

U
C

T
IO

N
A

T
LH

C

A
le

k
h
in

C
T

E
Q

M
R

S
T

√
s

=
14

T
eV

σ
(p

p
→

H
W

)
[p

b
]

M
H

[G
eV

]
20

0
18

0
16

0
14

0
12

0
10

0

4 2 1

0.
5

0.
3

A
le

k
h
in

C
T

E
Q

M
R

S
T

√
s

=
1.

96
T
eV

σ
(p

p̄
→

H
W

)
[p

b
]

M
H

[G
eV

]
20

0
18

0
16

0
14

0
12

0
10

0

0.
4

0.
2

0.
1

0.
05

0.
03

20
0

15
0

10
0

1.
15 1.
1

1.
05 1

0.
95 0.
9

20
0

15
0

10
0

1.
15 1.
1

1.
05 1

0.
95 0.
9

D
JO

U
A

D
I

A
N

D
F

E
R

R
A

G

P
A

R
T
O

N
S

E
T
S

D
O

N
O

T
A

G
R

E
E

W
IT

H
IN

R
E

S
P
E

C
T
IV

E
E

R
R

O
R

S
(S

T
IR

LI
N

G
)



C
T

E
Q

 g
lo

b
a

l 
fi
ts

!
T

h
e

T
e

v
a

tr
o

n
je

t
d

a
ta

fr
o

m

R
u

n
1

h
a

s
h

a
d

in
c
re

a
s
in

g
ly

g
re

a
te

r
im

p
o

rt
a

n
c
e

in
th

e

g
lo

b
a

l
fi
ts

!
D

0
je

t
d

a
ta

o
v
e

r
fu

ll
ra

p
id

it
y

ra
n

g
e

in
p

a
rt

ic
u

la
r

h
a

s
le

a
d

to

a
n

a
la

rg
e

r
g

lu
o

n
a

t
h

ig
h

x

!
b

u
t 

th
e

 i
n

te
g

ra
te

d
 g

lu
o

n

m
o

m
e

n
tu

m
 a

t 
v
e

ry
 h

ig
h

 x
 i
s

s
ti
ll 

fa
ir
ly

 s
m

a
ll

J.
H

U
S
T

O
N



T
h
e
o
re

ti
c
a
l
E
rr

o
rs

a
n
d

F
in

e
D

e
ta

il
s

It
is

vi
ta

l
to

co
n
si
d
er

th
eo

re
ti
ca

l
co

rr
ec

ti
on

s,
an

d
to

lo
o
k

at
d
at

a
w

h
ic

h
d
et

er
m

in
es

th
e

sm
al

l
d
iff

er
en

ce
s

in
p
ar

to
n

d
is
tr

ib
u
ti
on

s.
T

h
es

e
in

cl
u
d
e

..
..

-
D

at
a

d
et

er
m

in
in

g
q
u
ar

k
d
ec

om
p
os

it
io

n
,

e.
g
.

W
-a

sy
m

m
et

ry
,

d
im

u
o
n

d
at

a
an

d
D

re
ll-

Y
an

as
ym

m
et

ry
.

-
p
o
ss

ib
ili

ty
o
f
is
o
sp

in
vi

ol
at

io
n
,
s(

x
)
6=

s̄(
x
),

et
c.

-
h
ig

h
er

or
d
er

s
(N

N
L
O

)

-
Q

E
D

(c
om

p
ar

ab
le

to
N

N
L
O

?
(α

3 s
∼

α
)

-
la

rg
e

x
(α

n s
ln

2
n
−

1
(1

−
x
))

-
lo

w
Q

2
(h

ig
h
er

tw
is
t)

-
sm

al
l
x

(α
n s

ln
n
−

1
(1

/x
))

D
E
S
Y

2
0
0
5

2
7

R
.
T

H
O

R
N

E

M
R

S
T



0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

-0
.0

10

-0
.0

05

0.
00

0

0.
00

5

0.
01

0

x(
dp -u

n )

M
R

S
TQ

E
D

04
Q

2
=

20
G

eV
2

xx(
up -d

n )

H
ow

ev
er

,
Q

E
D

eff
ec

ts
to

le
ad

to
sm

al
l

is
o
sp

in
vi

o
la

ti
on

.

u
p V

(x
)

q
u
ar

ks
ra

d
ia

te
m

or
e

p
h
ot

on
th

an
d

n V
(x

)
q
u
ar

ks
.

T
o

ro
u
gh

ap
pr

ox
im

at
io

n

γ
(x

,Q
2
)
=

∑

j

e2 j

α 2π
ln

(Q
2
/
m

2 q
)

∫

1

x

d
y y
P

γ
q
(y

)q
j
(x y

,Q
2
).

S
o

m
or

e
p
h
ot

o
n

m
om

en
tu

m
in

pr
ot

on
th

an
n
eu

tr
on

d
u
e

to
h
ig

h
-x

u
p

q
u
ar

ks
ra

d
ia

ti
n
g

m
or

e
th

an
h
ig

h
- x

d
ow

n
q
u
ar

ks
.

M
o
m

en
tu

m
co

n
se

rv
at

io
n
→

u
p V

(x
)
<

d
n V

(x
)

at
h
ig

h
.

H
en

ce
,
[δ

U
v
]
<

0
as

re
q
u
ir
ed

by
N

u
T
eV

an
om

al
y.

E
st

im
at

es
fo

r
m

u
=

6
M

eV
an

d
m

d
=

10
M

eV
im

p
ly

si
m

ila
r

to
is
os

p
in

vi
o
la

ti
on

ob
se

rv
ed

by
b
es

t
fi
t!

R
ed

u
ce

s
N

u
T
eV

an
om

al
y

to
ab

o
u
t

1/
2.

D
E
S
Y

2
0
0
5

3
8

R
.
T

H
O

R
N

E

IS
O

S
P
IN

V
IO

LA
T

IO
N



D
R

E
LL

-Y
A

N
N

E
C

E
S

S
A

R
Y

F
O

R
F
LA

V
O

U
R

D
E

C
O

M
P
O

S
IT

IO
N

5

1
0

1
5

1
0

-
4

1
0

-
3

1
0

-
2x
G

x

D
I
S

 (
A

0
2

)
D

I
S

+
D

Y

1
0

-
2

1
0

-
1

1

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

x
G

x

0
.2

0
.4

0
.6

0
.81

1
0

-
4

1
0

-
3

1
0

-
2

x
(
u

S
+

d
S
)
/2

x

1
0

-
2

1
0

-
1

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

x
(
u

S
+

d
S
)
/2

x

0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

x

x
(
u

V
+

u
S
)

x
(
d

V
+

d
S
)

0

0
.0

2

0
.0

4

0
.0

6

0
0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

x
(
d

S
-
u

S
)

x
S
.
A

LE
K

H
IN



T
R

O
U

B
LE

..
.

� �
���
�
��	�
�

��
� ��
����
�� �
�
���
� ����
� �
��
�� �
��
��

��
� �
� �
��
�

� �
�
� 

!#"%$
&('  
! "%)
& �
�
�
*  
!#"%$
&,+
* '  
!#" )
&
�

-! .
/& 0 �
�
�
� �
�

S
.
A

LE
K

H
IN



..
.M

O
R

E
T
R

O
U

B
LE

B
E

S
T

-F
IT

O
F
α
s

∆
χ

2
=

1
IN

C
O

N
S

IS
T
E

N
T

B
E

T
W

E
E

N
E

X
P
E

R
IM

E
N

T
S

0.
09

0.
1

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

al
ph

a
S

0.
09

0.
1

0.
11

0.
12

0.
13

0.
14

0.
15

�
Χ

2
�

1
ra

ng
es

fr
om

G
A

B
C

D
M

Sp

B
C

D
M

Sd

H
1a

H
1b

Z
E

U
S

N
M

C
p

N
M

C
r

C
C

FR
2

C
C

FR
3 E
60

5 C
D

Fw

E
86

6

D
0j

et

C
D

Fj
et

C
T
E

Q

G
LO

B
A

L
χ

2
M

IN
IM

U
M

D
O

E
S

N
O

T
C

O
R

R
E

S
P
O

N
D

T
O

LO
C

A
L

M
IN

IM
A

14
0

16
0

18
0

20
0

0.
11

25
0.

11
5

0.
11

75
0.

12

χ
2
 − no. pts

T
ot

al
 (1

38
4 

pt
s)

-2
002040

0.
11

25
0.

11
5

0.
11

75
0.

12

D
0 

je
t (

82
 p

ts
)

C
D

F1
B

 je
t (

31
 p

ts
)

T
ot

al
 je

t (
11

3 
pt

s)

3540455055

0.
11

25
0.

11
5

0.
11

75
0.

12

χ
2
 − no. pts

E
60

5 
(1

36
 p

ts
)

-2
00204060

0.
11

25
0.

11
5

0.
11

75
0.

12

B
C

D
M

S 
F 2µp

 (1
61

 p
ts

)

B
C

D
M

S 
F 2µd

 (1
54

 p
ts

)

0204060

0.
11

25
0.

11
5

0.
11

75
0.

12

α s(
M

Z2 )
χ

2
 − no. pts

N
M

C
 F

2µp
 (5

6 
pt

s)

N
M

C
 F

2µd
 (5

6 
pt

s)

SL
A

C
 F

2 ep
 (1

2 
pt

s)

SL
A

C
 F

2 ed
 (1

2 
pt

s)

-2
0020

0.
11

25
0.

11
5

0.
11

75
0.

12

α s(
M

Z2 )

C
C

FR
 F

2νN
 (5

4 
pt

s)
C

C
FR

 x
F 3νN

 (6
4 

pt
s)

H
1 

(2
82

 p
ts

)

Z
E

U
S 

(1
39

 p
ts

)

M
R

S
T

P
R

O
B

LE
M

:
IN

C
O

N
S

IS
T
E

N
T

E
X

P
E

R
IM

E
N

T
S



D
iff

er
en

t
ap

pr
o
ac

h
es

le
ad

to
si
m

ila
r

ac
cu

ra
cy

of
m

ea
su

re
d

q
u
an

ti
ti
es

,
b
u
t

ca
n

le
ad

to
d
iff

er
en

t
ce

n
tr

al
va

lu
es

.
M

u
st

co
n
si
d
er

eff
ec

t
of

as
su

m
p
ti
on

s
m

ad
e

d
u
ri
n
g

fi
t.

-1
0-50510

-4
-3

-2
-1

0
1

2
3

4
Pe

r c
en

t c
ha

ng
e 

in
 W

 c
ro

ss
 s

ec
tio

n

χ2  in
cr

ea
se

 in
 g

lo
ba

l a
na

ly
si

s 
as

 th
e

W
 a

nd
 H

 c
ro

ss
 s

ec
tio

ns
 a

re
 v

ar
ie

d 
at

 th
e 

T
E

V
A

T
R

O
N

+

50

10
0

15
0

20
0

25
0

•
P

•
Q

•
R

•
S

•C
T

E
Q

6

•M
R

ST
20

02

Per cent change in H cross section
U

nc
er

ta
in

ty
 o

f g
lu

on
 fr

om
 H

es
si

an
 m

et
ho

d

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

0.
91

1.
1

1.
2

1.
3

1.
4

1.
5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

1

R
at

io
 o

f x
g(

x,
Q

2 )/
xg

(x
,Q

2 ,M
R

ST
20

01
C

) a
t Q

2 =5
 G

eV
2

x

H
es

si
an

 u
nc

er
ta

in
ty

C
T

E
Q

6M

0.
5

0.
6

0.
7

0.
8

0.
91

1.
1

1.
2

1.
3

1.
4

1.
5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

1

R
at

io
 o

f x
g(

x,
Q

2 )/
xg

(x
,Q

2 ,M
R

ST
20

01
C

) a
t Q

2 =1
00

 G
eV

2

x

C
u
ts

m
ad

e
o
n

d
at

a,
d
at

a
se

ts
fi
t,

co
rr

ec
tn

es
s

of
N

L
O

Q
C
D

,
p
ar

am
et

er
iz

at
io

n
fo

r
in

p
u
t

se
ts

,
h
ea

vy
fl
av

o
u
r

pr
es

cr
ip

ti
on

,
n
o

is
os

p
in

vi
o
la

ti
on

,
st

ro
n
g

co
u
p
lin

g
..
..
..

M
an

y
ca

n
b
e

as
im

p
or

ta
n
t

as
ex

p
er

im
en

ta
l
er

ro
rs

on
d
at

a
u
se

d
(o

r
m

or
e

so
).

D
E
S
Y

2
0
0
5

5
R

.
T

H
O

R
N

E

T
H

E
O

R
E

T
IC

A
L

A
N

D
E

X
P
E

R
IM

E
N

T
A

L
A

M
B

IG
U

IT
IE

S



W
A

Y
S

O
U

T
:
C

T
E

Q
T
O

LE
R

A
N

C
E

C
R

IT
E

R
IO

N

S
IN

G
LE

O
U

T
IN

C
O

N
S

IS
T
E

N
T

D
A

T
A

•
h

ow
m

a
n
y

p
a
ra

m
et

er
s

a
re

si
g
n

ifi
ca

n
tl

y
d

et
er

m
in

ed
b
y

ea
ch

d
a
ta

se
t?

•
h

ow
co

n
si

st
en

t
a
re

th
e

d
a
ta

fr
o
m

o
n

e
se

t
w

it
h

th
e

re
st

?

S
T
U

D
Y

M
IN

IM
U

M
A

LL
O

W
E

D
χ

2 i

F
O

R
i-

T
H

E
X

P.
A

S

G
LO

B
A

L
χ

2
A

LL
O

W
E

D
T
O

IN
C

R
E

A
S

E

1 
N

M
C

  
p/

n

4 
N

M
C

 F
2

p

5 
Z

eu
s 

F
2

ep

6 
B

C
D

M
S

  F
2

p

7 
B

C
D

M
S

 F
2

d

8 
C

C
F

R
 F

2

1
2

3
4

5

6

7

8


2 
E

60
5 

pp
 D

-Y
ep

3 
H

1 
F 2

C
o
ll
in

s,
P

u
m

p
li
n

2
0
0
1

C
C

F
R

,
B

C
D

M
S

IN
C

O
M

P
A

T
IB

LE
W

IT
H

T
H

E
R

E
S

T

O
P
T
IO

N
S

•
d
is

ca
rd

in
co

m
p
a
ti

b
le

ex
p

er
im

en
ts

•
re

w
ei

g
h
t

in
d
iv

id
u
a
l

co
n
tr

ib
u
ti

o
n
s

•
IN

C
O

R
P
O

R
A

T
E

IN
E

R
R

O
R
,

T
O

LE
R

A
T
IN

G
F
IX

E
D

M
A

X
D

E
V

IA
-

T
IO

N
F
O

R
E

A
C

H
E

X
P
E

R
IM

E
N

T
&

E
A

C
H

F
IT

P
A

R
A

M
E

T
E

R

-
30

-
20

-
10010203040

distance

E
ig

en
ve

ct
or

4

BCDMSp

BCDMSd

H1a

H1b

ZEUS

NMCp

NMCr

CCFR2

CCFR3

E605

CDFw

E866

D0jet

CDFjet

∆
χ

2
=

10
0

(C
T

E
Q

6
)



W
A

Y
S

O
U

T
:

E
R

R
O

R
R

E
S

C
A

LI
N

G

0

2
5

5
0

7
5

1
0
0

1
2
5

1
5
0

1
7
5

2
0
0

2
2
5

2
5
0

-
4

-
2

0
2

4
0

2
5

5
0

7
5

1
0
0

1
2
5

1
5
0

1
7
5

2
0
0

2
2
5

2
5
0

-
4

-
2

0
2

4

132 4
56�7
7 8
97 4
:�;7 <
5>=
?: 5

6A@
BDC
E 5
6�7=
5>F
5: =
5:�GF
H 7 44
2 4=
: <
I F
5>F
?7 47

47
=G
FH 7
I : <
2 4
I 7 4
5 2
J 75 @

B
KE

S
.
A

LE
K

H
IN



E
R

R
O

R
R

E
S

C
A

LI
N

G

LNM
OP Q
RTS
P UV
WX
Y
Z[ \
]^
_
`ab
c P
d ba
Vfe Q

g h
i jlk
L k
m n
i
oop

qsrt
u

v

g h
i j k
L k
m n
w
xnn

o rx
x

o ro
q

g h
i jlk
L kp
u

xop

qsrn
t

v

g h
i jlk
L kp
n
i
om p

o ryp

o rop

g h
i j k
L kp
n
w
ozx

qsrp
y

v

g h
i jlk
L k
oyn

xz

o rxp

o ro
m

g h
i jlk
L k
om q

ou

qsrt
u

v

wj X
{g

zq
t

o ro
y

o rq
u

W{j

m nq

o rx
m

o ro
x

| o} n
z kn
u~

oyt

o rop

o rqn

�L�
g} nz k
nu
~
ozo

o rxp

o ro
m

L zq
t

oon

o rt

o rx
x

L pzz

yn

o rm

o ron

S
.
A

LE
K

H
IN



W
A

Y
S

O
U

T
:
M

R
S

T
C

O
N

S
E

R
V
A

T
IV

E
P
A

R
T
O

N
S

IM
P
O

S
E

R
E

S
T
R

IC
T
IV

E
K

IN
E

M
A

T
IC

C
U

T
S

cu
t

in
Q

2
ra

is
ed

fr
o
m

2
to

1
0

G
eV

2
;

cu
t

o
ff
x
<

0
.0

0
5
;

cu
t

in
W

2
ra

is
ed

fr
o
m

1
2
.5

to
1
5

G
eV

2

•
A

B
O

U
T

8
0
0

D
A

T
A

P
O

IN
T
S

R
E

M
O

V
E

D
O

U
T

O
F

A
B

O
U

T
2
0
0
0

•
∆
χ

2
=

5
S

U
F

F
IC

IE
N

T
F

O
R

R
E

A
S

O
N

A
B

LE
1
-σ

V
A

R
IA

T
IO

N
O

F
T
H

E
χ

2

x
c
u
t

:
0

0
.0

0
0
2

0
.0

0
1

0
.0

0
2
5

0
.0

0
5

0
.0

1
#

D
A

T
A

P
O

IN
T
S

2
0
9
7

2
0
5
0

1
9
6
1

1
8
9
8

1
8
2
6

1
7
6
2

χ
2
(
x
>

0
)

2
2
6
7

χ
2
(
x
>

0
.0

0
0
2
)

2
2
1
2

2
2
0
3

χ
2
(
x
>

0
.0

0
1
)

2
1
3
4

2
1
2
8

2
1
1
9

χ
2
(
x
>

0
.0

0
2
5
)

2
0
6
9

2
0
6
4

2
0
5
5

2
0
4
0

χ
2
(
x
>

0
.0

0
5
)

2
0
2
4

2
0
1
9

2
0
1
2

1
9
9
3

1
9
7
3

χ
2
(
x
>

0
.0

1
)

1
9
6
5

1
9
6
1

1
9
5
3

1
9
3
4

1
9
1
7

1
9
1
6

∆
i
+

1
i

0
.1

9
0
.1

0
0
.2

4
0
.2

8
0
.0

2

D
A

T
A
-T

H
E

O
R

Y
A

G
R

E
E

M
E

N
T

F
O

R
E

V
O

LU
T
IO

N
O

F
F

2

IM
P
R

O
V

E
S

IF
S

M
A

LL
x

D
A

T
A

R
E

M
O

V
E

D
χ

2
im

p
ro

v
es

w
it

h
fi
x
ed

#
o
f

p
ts

(s
a
m

e
ro

w
)

V
A

R
IA

T
IO

N
O

F
T
H

E
W

X
S

E
C

T.

141618202224

W
 @

 L
H

C

N
LO

Q
2 cu

t =
 7

 G
eV

2

Q
2 cu

t =
 1

0 
G

eV
2

N
N

LO

x cu
t =

 0
   

  0
.0

00
2 

   
  0

.0
01

   
  0

.0
02

5 
   

  0
.0

05
   

   
0.

01

σW . Blν    (nb)

M
R

ST
 N

LO
 a

nd
 N

N
LO

 p
ar

to
ns

S
IZ

A
B

LE
E

F
F

E
C

T

B
E

C
A

U
S

E
S

M
A

LL
x

R
E

G
IO

N
IM

-
P
O

R
T
A

N
T

P
A

R
T
L
Y

S
T
A

B
IL

IZ
E

D
B

Y
N

N
LO



T
H

E
O

R
E

T
IC

A
L

IS
S

U
E

S
:

N
N

LO
S

pl
itt

in
g

fu
nc

tio
ns

in
x-

sp
ac

e
w

ith
f 0

(x
)

=
1 x

,
f ±

1(
x)

=
1

1
∓

x
.

(4
.3

)

A
us

ef
ul

sh
or

t-
ha

nd
no

ta
tio

n
is

H
0,

.
.
.
,
0

︸
︷
︷
︸

m

,
±

1,
0,

.
.
.
,
0

︸
︷
︷
︸

n

,
±

1,
.
.
.

(x
)

=
H
±

(m
+

1)
,
±

(n
+

1)
,
.
.
.

(x
)
.

(4
.4

)

Fo
r

w
≤

3
th

e
ha

rm
on

ic
po

ly
lo

ga
ri

th
m

s
ca

n
be

ex
pr

es
se

d
in

te
rm

s
of

st
an

da
rd

po
ly

lo
ga

ri
th

m
s;

a
co

m
pl

et
e

lis
t

ca
n

be
fo

un
d

in
ap

pe
nd

ix
A

of
R

ef
.[

45
].

A
ll

ha
rm

on
ic

po
ly

lo
ga

ri
th

m
s

of
w

ei
gh

t
w

=
4

in
th

is
ar

tic
le

ca
n

be
ex

pr
es

se
d

in
te

rm
s

of
st

an
da

rd
po

ly
lo

ga
ri

th
m

s,
N

ie
ls

en
fu

nc
tio

ns
[7

4]
or

,b
y

m
ea

ns
of

th
e

de
fin

in
g

re
la

tio
n

(4
.2

),
as

on
e-

di
m

en
si

on
al

in
te

gr
al

s
ov

er
th

es
e

fu
nc

tio
ns

.
A

F O
R

T
R

A
N

pr
og

ra
m

fo
rt

he
fu

nc
tio

ns
up

to
w

ei
gh

tw
=

4
ha

s
be

en
pr

ov
id

ed
in

R
ef

.[
75

].

Fo
rc

om
pl

et
en

es
s

w
e

re
ca

ll
th

e
on

e-
an

d
tw

o-
lo

op
no

n-
si

ng
le

ts
pl

itt
in

g
fu

nc
tio

ns
[3

,8
]

P
(0

)
ns

(x
)

=
C

F
(2

p q
q(

x)
+

3δ
(1

−
x)

)
(4

.5
)

an
d

P
(1

)+
ns

(x
)

=
4C

A
C

F

(

p q
q(

x)
[

67 18
−

ζ 2
+

11 6
H

0
+

H
0,

0]

+
p q

q(
−

x)
[

ζ 2
+

2H
−

1,
0
−

H
0,

0]

+
14 3

(1
−

x)
+

δ(
1
−

x)
[

17 24
+

11 3
ζ 2

−
3ζ

3]
)

−
4 C

F
n f

(

p q
q(

x)
[

5 9
+

1 3H
0]

+
2 3(1

−
x)

+
δ(

1
−

x)
[

1 12
+

2 3ζ 2
]
)

+
4C

F
2(

2p
qq

(x
)[

H
1,

0
−

3 4H
0
+

H
2]

−
2p

qq
(−

x)
[

ζ 2
+

2H
−

1,
0

−
H

0,
0]

−
(1

−
x)

[

1
−

3 2H
0]

−
H

0
−

(1
+

x)
H

0,
0
+

δ(
1
−

x)
[

3 8
−

3ζ
2
+

6ζ
3]

)

,
(4

.6
)

P
(1

)−
ns

(x
)

=
P

(1
)+

ns
(x

)
+

16
C

F

(

C
F
−

C
A 2

)
(

p q
q(
−

x)
[

ζ 2
+

2H
−

1,
0
−

H
0,

0]

−
2(

1
−

x)

−
(1

+
x)

H
0)

.
(4

.7
)

H
er

e
an

d
in

E
qs

.(
4.

9)
–

(4
.1

1)
w

e
su

pp
re

ss
th

e
ar

gu
m

en
tx

of
th

e
po

ly
lo

ga
ri

th
m

sa
nd

us
e

p q
q(

x)
=

2
(1

−
x)
−

1
−

1
−

x
.

(4
.8

)

A
ll

di
ve

rg
en

ce
s

fo
rx

→
1

ar
e

un
de

rs
to

od
in

th
e

se
ns

e
of

+
-d

is
tr

ib
ut

io
ns

.

T
he

th
re

e-
lo

op
sp

lit
tin

g
fu

nc
tio

n
fo

rt
he

ev
ol

ut
io

n
of

th
e

‘p
lu

s’
co

m
bi

na
tio

ns
of

qu
ar

k
de

ns
iti

es
in

E
q.

(2
.2

),
co

rr
es

po
nd

in
g

to
th

e
an

om
al

ou
s

di
m

en
si

on
(3

.8
)r

ea
ds

P
(2

)+
ns

(x
)

=
16

C
A
C

F
n f

(

1 6
p q

q(
x)

[

10 3
ζ 2

−
20

9
36

−
9ζ

3
−

16
7

18
H

0
+

2H
0ζ

2
−

7H
0,

0
−

2H
0,

0,
0

+
3H

1,
0,

0
−

H
3]

+
1 3

p q
q(
−

x)
[

3 2ζ 3
−

5 3ζ 2
−

H
−

2,
0
−

2H
−

1ζ
2
−

10 3
H
−

1,
0
−

H
−

1,
0,

0

+
2H
−

1,
2
+

1 2H
0ζ

2
+

5 3H
0,

0
+

H
0,

0,
0
−

H
3]

+
(1

−
x)

[

1 6ζ 2
−

25
7

54
−

43 18
H

0
−

1 6H
0,

0
−

H
1]

12

−
(1

+
x)
[

2 3H
−

1,
0
+

1 2H
2]

+
1 3ζ 2

+
H

0
+

1 6H
0,

0
+

δ(
1
−

x)
[

5 4
−

16
7

54
ζ 2

+
1 20

ζ 2
2
+

25 18
ζ 3
]
)

+
16

C
A
C

F
2(

p q
q(

x)
[

5 6ζ 3
−

69 20
ζ 2

2
−

H
−

3,
0
−

3H
−

2ζ
2
−

14
H
−

2,
−

1,
0
+

3H
−

2,
0
+

5H
−

2,
0,

0

−
4H

−
2,

2
−

15
1

48
H

0
+

41 12
H

0ζ
2
−

17 2
H

0ζ
3
−

13 4
H

0,
0
−

4H
0,

0ζ
2
−

23 12
H

0,
0,

0
+

5H
0,

0,
0,

0
+

2 3H
3

−
24

H
1ζ

3
−

16
H

1,
−

2,
0
+

67 9
H

1,
0
−

2H
1,

0ζ
2
+

31 3
H

1,
0,

0
+

11
H

1,
0,

0,
0
+

8H
1,

1,
0,

0
−

8H
1,

3
+

H
4

+
67 9

H
2
−

2H
2ζ

2
+

11 3
H

2,
0
+

5H
2,

0,
0
+

H
3,

0]

+
p q

q(
−

x)
[

1 4ζ 2
2
−

67 9
ζ 2

+
31 4

ζ 3
+

5H
−

3,
0

−
32

H
−

2ζ
2
−

4H
−

2,
−

1,
0
−

31 6
H
−

2,
0
+

21
H
−

2,
0,

0
+

30
H
−

2,
2
−

31 3
H
−

1ζ
2
−

42
H
−

1ζ
3
+

9 4H
0

−
4H

−
1,
−

2,
0
+

56
H
−

1,
−

1ζ
2
−

36
H
−

1,
−

1,
0,

0
−

56
H
−

1,
−

1,
2
−

13
4 9

H
−

1,
0
−

42
H
−

1,
0ζ

2
−

H
3,

0

+
32

H
−

1,
3
−

31 6
H
−

1,
0,

0
+

17
H
−

1,
0,

0,
0
+

31 3
H
−

1,
2
+

2H
−

1,
2,

0
+

13 12
H

0ζ
2
+

29 2
H

0ζ
3
+

67 9
H

0,
0

+
13

H
0,

0ζ
2
+

89 12
H

0,
0,

0
−

5H
0,

0,
0,

0
−

7H
2ζ

2
−

31 6
H

3
−

10
H

4]

+
(1
−

x)
[

13
3

36
+

4H
0,

0,
0,

0

−
16

7 4
ζ 3
−

2H
0ζ

3
−

2H
−

3,
0
+

H
−

2ζ
2
+

2H
−

2,
−

1,
0
−

3H
−

2,
0,

0
+

77 4
H

0,
0,

0
−

20
9 6

H
1
−

7H
1ζ

2

+
4H

1,
0,

0
+

14 3
H

1,
0]

+
(1

+
x)
[

43 2
ζ 2
−

3ζ
22

+
25 2

H
−

2,
0
−

31
H
−

1ζ
2
−

14
H
−

1,
−

1,
0
−

13 3
H
−

1,
0

+
24

H
−

1,
2
+

23
H
−

1,
0,

0
+

55 2
H

0ζ
2
+

5H
0,

0ζ
2
+

14
57 48

H
0
−

10
25 36

H
0,

0
−

15
5 6

H
2
+

H
2ζ

2
−

15
H

3

+
2H

2,
0,

0
−

3H
4]

−
5ζ

2
−

1 2ζ 2
2
+

50
ζ 3
−

2H
−

3,
0
−

7H
−

2,
0
−

H
0ζ

3
−

37 2
H

0ζ
2
−

24
2 9

H
0

−
2H

0,
0ζ

2
+

18
5 6

H
0,

0
−

22
H

0,
0,

0
−

4H
0,

0,
0,

0
+

28 3
H

2
+

6H
3
+

δ(
1
−

x)
[

15
1

64
+

ζ 2
ζ 3
−

20
5

24
ζ 2

−
24

7
60

ζ 2
2
+

21
1

12
ζ 3

+
15 2

ζ 5
]
)

+
16

C
A

2 C
F

(

p q
q(

x)
[

24
5

48
−

67 18
ζ 2

+
12 5

ζ 2
2
+

1 2ζ 3
+

10
43

21
6

H
0

+
H
−

3,
0
+

4H
−

2,
−

1,
0
−

3 2H
−

2,
0
−

H
−

2,
0,

0
+

2H
−

2,
2
−

31 12
H

0ζ
2
+

4H
0ζ

3
+

38
9

72
H

0,
0
−

2H
2,

0,
0

−
H

0,
0,

0,
0
+

9H
1ζ

3
+

6H
1,
−

2,
0
−

H
1,

0ζ
2
−

11 4
H

1,
0,

0
−

3H
1,

0,
0,

0
−

4H
1,

1,
0,

0
+

4H
1,

3
+

31 12
H

0,
0,

0

+
11 12

H
3
+

H
4]

+
p q

q(
−

x)
[

67 18
ζ 2
−

ζ 2
2
−

11 4
ζ 3
−

H
−

3,
0
+

8H
−

2ζ
2
+

11 6
H
−

2,
0
−

4H
−

2,
0,

0

−
3H

−
1,

0,
0,

0
+

11 3
H
−

1ζ
2
+

12
H
−

1ζ
3
−

16
H
−

1,
−

1ζ
2
+

8H
−

1,
−

1,
0,

0
+

16
H
−

1,
−

1,
2
+

67 9
H
−

1,
0

−
8H

−
2,

2
+

11
H
−

1,
0ζ

2
+

11 6
H
−

1,
0,

0
−

11 3
H
−

1,
2
−

8H
−

1,
3
−

3 4H
0
−

1 6H
0ζ

2
−

4H
0ζ

3
−

67 18
H

0,
0

−
3H

0,
0ζ

2
−

31 12
H

0,
0,

0
+

H
0,

0,
0,

0
+

2H
2ζ

2
+

11 6
H

3
+

2H
4]

+
(1
−

x)
[

18
83

10
8
−

1 2H
0,

0,
0,

0
+

11
H

1

−
H
−

2,
−

1,
0
+

1 2H
−

3,
0
−

1 2H
−

2ζ
2
+

1 2H
−

2,
0,

0
+

52
3

36
H

0
+

H
0ζ

3
−

13 3
H

0,
0
−

5 2H
0,

0,
0
+

2H
1ζ

2

−
2H

1,
0,

0]

+
(1

+
x)
[

8H
−

1ζ
2
+

4H
−

1,
−

1,
0
+

8 3H
−

1,
0
−

5H
−

1,
0,

0
−

6H
−

1,
2
−

13 3
ζ 2

+
3 8ζ 2

2

13

−
43 4

ζ 3
−

5 2H
−

2,
0
−

11 2
H

0ζ
2
−

1 2H
2ζ

2
−

5 4H
0,

0ζ
2
+

7H
2
−

1 4H
2,

0,
0
+

3H
3
+

3 4H
4]

+
1 2H

0,
0ζ

2

+
1 4ζ 2

2
−

8 3ζ 2
+

17 2
ζ 3

+
H
−

2,
0
−

19 2
H

0
+

5 2H
0ζ

2
−

H
0ζ

3
+

13 3
H

0,
0
+

5 2H
0,

0,
0
+

1 2H
0,

0,
0,

0

−
δ(

1
−

x)
[

16
57

57
6
−

28
1

27
ζ 2

+
1 8ζ 2

2
+

97 9
ζ 3
−

5 2ζ 5
]
)

+
16

C
F

n2 f

(
1 18

p q
q(

x)
[

H
0,

0
−

1 3
+

5 3H
0]

+
(1
−

x)
[

13 54
+

1 9H
0]

−
δ(

1
−

x)
[

17 14
4
−

5 27
ζ 2

+
1 9ζ 3
]
)

+
16

C
F

2 n f
(

1 3
p q

q(
x)
[

5ζ
3
−

4H
1,

0,
0

−
55 16

+
5 8H

0
+

H
0ζ

2
+

3 2H
0,

0
−

H
0,

0,
0
−

10 3
H

1,
0
−

10 3
H

2
−

2H
2,

0
−

2H
3]

+
2 3

p q
q(
−

x)
[

5 3ζ 2

−
3 2ζ 3

+
H
−

2,
0
+

2H
−

1ζ
2
+

10 3
H
−

1,
0
+

H
−

1,
0,

0
−

2H
−

1,
2
−

1 2H
0ζ

2
−

5 3H
0,

0
−

H
0,

0,
0
+

H
3]

−
(1
−

x)
[

10 9
+

19 18
H

0,
0
−

4 3H
1
+

2 3H
1,

0
+

4 3H
2]

+
(1

+
x)
[

4 3H
−

1,
0
−

25 24
H

0
+

1 2H
0,

0,
0]

+
2 9H

0

+
7 9H

0,
0
+

4 3H
2
−

δ(
1
−

x)
[

23 16
−

5 12
ζ 2
−

29 30
ζ 2

2
+

17 6
ζ 3
]
)

+
16

C
F

3(
p q

q(
x)
[

9 10
ζ 2

2
−

2H
−

3,
0

+
6H

−
2ζ

2
+

12
H
−

2,
−

1,
0
−

6H
−

2,
0,

0
−

3 16
H

0
−

3 2H
0ζ

2
+

H
0ζ

3
+

13 8
H

0,
0
−

2H
0,

0,
0,

0
+

8H
1,

3

+
12

H
1ζ

3
+

8H
1,
−

2,
0
−

6H
1,

0,
0
−

4H
1,

0,
0,

0
+

4H
1,

2,
0
−

3H
2,

0
+

2H
2,

0,
0
+

4H
2,

1,
0
+

4H
2,

2

+
4H

3,
0
+

4H
3,

1
+

2H
4]

+
p q

q(
−

x)
[

7 2ζ 2
2
−

9 2ζ 3
−

6H
−

3,
0
+

32
H
−

2ζ
2
+

8H
−

2,
−

1,
0
+

3H
−

2,
0

−
26

H
−

2,
0,

0
−

28
H
−

2,
2
+

6H
−

1ζ
2
+

36
H
−

1ζ
3
+

8H
−

1,
−

2,
0
−

48
H
−

1,
−

1ζ
2
+

40
H
−

1,
−

1,
0,

0

+
48

H
−

1,
−

1,
2
+

40
H
−

1,
0ζ

2
+

3H
−

1,
0,

0
−

22
H
−

1,
0,

0,
0
−

6H
−

1,
2
−

4H
−

1,
2,

0
−

32
H
−

1,
3
−

3 2H
0

−
3 2H

0ζ
2
−

13
H

0ζ
3
−

14
H

0,
0ζ

2
−

9 2H
0,

0,
0
+

6H
0,

0,
0,

0
+

6H
2ζ

2
+

3H
3
+

2H
3,

0
+

12
H

4]

+
(1
−

x)
[

2H
−

3,
0
−

31 8
+

4H
−

2,
0,

0
+

H
0,

0ζ
2
−

3H
0,

0,
0,

0
+

35
H

1
+

6H
1ζ

2
−

H
1,

0
+

5 2H
2,

0]

+
(1

+
x)
[

37 10
ζ 2

2
−

93 4
ζ 2
−

81 2
ζ 3
−

15
H
−

2,
0
+

30
H
−

1ζ
2
+

12
H
−

1,
−

1,
0
−

2H
−

1,
0
−

26
H
−

1,
0,

0

−
24

H
−

1,
2
−

53
9

16
H

0
−

28
H

0ζ
2
+

19
1 8

H
0,

0
+

20
H

0,
0,

0
+

85 4
H

2
−

3H
2,

0,
0
−

2H
3,

0
+

13
H

3

−
H

4]

+
4ζ

2
+

33
ζ 3

+
4H

−
3,

0
+

10
H
−

2,
0
+

67 2
H

0
+

6H
0ζ

3
+

19
H

0ζ
2
−

25
H

0,
0
−

17
H

0,
0,

0

−
2H

2
−

H
2,

0
−

4H
3
+

δ(
1
−

x)
[

29 32
−

2ζ
2ζ

3
+

9 8ζ 2
+

18 5
ζ 2

2
+

17 4
ζ 3
−

15
ζ 5
]
)

.
(4

.9
)

T
he

x-
sp

ac
e

co
un

te
rp

ar
to

fE
q.

(3
.8

)f
or

th
e

ev
ol

ut
io

n
of

th
e

‘m
in

us
’c

om
bi

na
tio

ns
(2

.2
)i

sg
iv

en
by

P
(2

)−
ns

(x
)

=
P

(2
)+

ns
(x

)
+

16
C

A
C

F

(

C
F
−

C
A 2

)
(

p q
q(
−

x)
[

13
4 9

ζ 2
−

4ζ
22
−

11
ζ 3
−

4H
−

3,
0

+
32

H
−

2ζ
2
+

22 3
H
−

2,
0
−

16
H
−

2,
0,

0
−

32
H
−

2,
2
+

44 3
H
−

1ζ
2
+

48
H
−

1ζ
3
−

64
H
−

1,
−

1ζ
2

+
32

H
−

1,
−

1,
0,

0
+

64
H
−

1,
−

1,
2
+

26
8 9

H
−

1,
0
+

44
H
−

1,
0ζ

2
+

22 3
H
−

1,
0,

0
−

12
H
−

1,
0,

0,
0
−

44 3
H
−

1,
2

−
32

H
−

1,
3
−

3H
0
−

2 3H
0ζ

2
−

16
H

0ζ
3
−

13
4 9

H
0,

0
−

12
H

0,
0ζ

2
−

31 3
H

0,
0,

0
+

4H
0,

0,
0,

0
+

8H
2ζ

2

14

+
22 3

H
3
+

8H
4]

+
(1
−

x)
[

36
7

18
+

1 2ζ 2
2
+

2H
−

3,
0
−

2H
−

2ζ
2
−

4H
−

2,
−

1,
0
−

10
H
−

2,
0
−

2H
0,

0

+
2H

−
2,

0,
0
+

2H
0ζ

3
+

H
0,

0ζ
2
−

H
0,

0,
0,

0
+

8H
1ζ

2
+

14
0 3

H
1]

+
(1

+
x)
[

32
H
−

1ζ
2
−

18
ζ 2

−
23

ζ 3
+

26 3
H
−

1,
0
−

16
H
−

1,
0,

0
−

32
H
−

1,
2
−

48
1

18
H

0
−

29
H

0ζ
2
+

5H
0,

0,
0
+

24
H

3
+

70 3
H

2]

−
2ζ

2
−

2ζ
3
+

32
H

0
+

14
H

0ζ
2
+

2H
0,

0,
0
−

16
H

3)

+
16

C
F

n f
(

C
F
−

C
A 2

)
(

p q
q(
−

x)
[

2ζ
3

−
20 9

ζ 2
−

4 3H
−

2,
0
−

8 3H
−

1ζ
2
−

40 9
H
−

1,
0
−

4 3H
−

1,
0,

0
+

8 3H
−

1,
2
+

2 3H
0ζ

2
+

20 9
H

0,
0
+

4 3H
0,

0,
0

−
4 3H

3]

+
(1
−

x)
[

61 9
−

8 3H
1]

+
(1

+
x)
[

2H
0,

0
−

8 3H
−

1,
0
+

41 9
H

0
−

4 3H
2]
)

+
16

C
F

2(
C

F
−

C
A 2

)
(

p q
q(
−

x)
[

9ζ
3
−

7ζ
22

+
12

H
−

3,
0
−

64
H
−

2ζ
2
−

16
H
−

2,
−

1,
0
−

6H
−

2,
0

+
52

H
−

2,
0,

0
+

56
H
−

2,
2
−

12
H
−

1ζ
2
−

72
H
−

1ζ
3
−

16
H
−

1,
−

2,
0
+

96
H
−

1,
−

1ζ
2
−

80
H
−

1,
−

1,
0,

0

−
96

H
−

1,
−

1,
2
−

80
H
−

1,
0ζ

2
−

6H
−

1,
0,

0
+

44
H
−

1,
0,

0,
0
+

12
H
−

1,
2
+

8H
−

1,
2,

0
+

64
H
−

1,
3
+

3H
0

+
3H

0ζ
2
+

26
H

0ζ
3
+

28
H

0,
0ζ

2
+

9H
0,

0,
0
−

12
H

0,
0,

0,
0
−

12
H

2ζ
2
−

6H
3
−

4H
3,

0
−

24
H

4]

−
(1
−

x)
[

15
+

8H
−

3,
0
+

8H
−

2,
0,

0
+

61
H

0
+

6H
0ζ

3
+

2H
0,

0ζ
2
−

6H
0,

0,
0,

0
+

12
H

1ζ
2
+

60
H

1

+
8H

1,
0]

+
(1

+
x)
[

24
ζ 2

+
57

ζ 3
+

10
H
−

2,
0
−

48
H
−

1ζ
2
−

4H
−

1,
0
+

40
H
−

1,
0,

0
+

48
H
−

1,
2

+
59

H
0ζ

2
−

22
H

0,
0
−

35
H

0,
0,

0
−

22
H

2
−

4H
2,

0
−

44
H

3]

+
8ζ

2
−

42
ζ 3
−

4H
−

2,
0
+

42
H

0

−
38

H
0ζ

2
+

14
H

0,
0
−

16
H

2
+

26
H

0,
0,

0
+

24
H

3)

.
(4

.1
0)

Fi
na

lly
th

e
M

el
lin

in
ve

rs
io

n
of

γ(2
)s

ns
(N

)
in

E
q.

(3
.9

)
le

ad
s

to
th

e
fo

llo
w

in
g

re
su

lt
fo

r
th

e
le

ad
in

g
(t

hi
rd

-o
rd

er
)d

iff
er

en
ce

P
(2

)s
ns

(x
)

of
th

e
‘v

al
en

ce
’a

nd
‘m

in
us

’s
pl

itt
in

g
fu

nc
tio

ns
:

P
(2

)s
ns

(x
)

=
16

n f
dab

c d a
bc

n c

(
1 2(1
−

x)
[

50 3
+

41 12
ζ 2
−

5 4ζ 2
2
−

H
−

3,
0
+

H
−

2ζ
2
−

H
−

2,
0,

0
+

9 4H
3

+
2H

−
2,
−

1,
0
+

3 2H
0,

0ζ
2
−

1 2H
1ζ

2
−

3 4H
1,

0,
0
+

91 12
H

1]

+
1 2(1

+
x)
[

H
−

1,
−

1,
0
−

3 2H
−

1ζ
2
+

3 4H
0

−
13 6

H
−

1,
0
+

1 2H
−

1,
0,

0
+

2H
−

1,
2
−

3 2H
−

2,
0
+

9 4H
0ζ

2
+

29 12
H

0,
0
+

41 12
H

2
−

H
2ζ

2
−

1 2H
2,

0,
0

+
3 2H

4]

−
1 3(

1 x
+

x2)
[

3H
−

1ζ
2
+

2H
−

1,
−

1,
0
−

2H
−

1,
0,

0
−

2H
−

1,
2
+

H
1ζ

2]

+
1 3x2[

5ζ
3
−

2H
3

+
2H

−
2,

0
+

4H
0ζ

2
−

2H
0,

0,
0
+

2H
1ζ

2]

+
91 24

H
0
+

ζ 3
−

9 2ζ 2
+

ζ 2
2
−

H
0ζ

3
−

H
0ζ

2
−

2H
0,

0ζ
2

+
3 8H

0,
0
−

1 4H
0,

0,
0
+

1 2H
0,

0,
0,

0
+

H
−

2,
0
−

H
3)

.
(4

.1
1)

O
f

pa
rt

ic
ul

ar
in

te
re

st
is

th
e

en
d-

po
in

tb
eh

av
io

ur
of

th
e

ha
rm

on
ic

po
ly

lo
ga

ri
th

m
s

at
x
→

0
or

x
→

1,
w

he
re

lo
ga

ri
th

m
ic

si
ng

ul
ar

iti
es

oc
cu

r.
In

th
e

lim
it

x
→

0,
th

e
fa

ct
or

s
ln

x
ar

e
re

la
te

d
to

tr
ai

lin
g

ze
ro

es
in

th
e

in
de

x
fie

ld
,

w
he

re
as

in
th

e
lim

it
x
→

1
fa

ct
or

s
of

ln
(1
−

x)
em

er
ge

fr
om

15

S
.
M

O
C

H



M
ot

iv
at

io
n

S
om

e
fa

ct
s

ab
ou

tF
L

Th
eo

ry Lo
ng

itu
di

na
ls

tr
uc

tu
re

fu
nc

tio
n

F
L

=
F

2
−

2
x
F

1
va

ni
sh

es
at

tre
e

le
ve

l
C

om
pl

et
e

N
N

LO
an

al
ys

is
of

F
L

(o
rR

=
σ

T

σ
L

)r
eq

ui
re

s
th

re
e-

lo
op

co
ef

fic
ie

nt
fu

nc
tio

ns

E
xp

er
im

en
t

Va
rio

us
m

et
ho

ds
fo

rm
ea

su
re

m
en

to
fF

L

R
-r

at
io

de
riv

at
iv

e
∂
F

L

∂
ln

y
(in

el
as

tic
ity

y
)

fit
s

of
th

e
sh

ap
e

of
F

L
in

cr
os

s
se

ct
io

n
H

E
R

A
re

su
lts

fo
rF

L

H
1

co
lla

bo
ra

tio
n

‘0
1;

H
1

co
lla

bo
ra

tio
n

‘0
3;

K
le

in
‘0

3;
Lo

bo
dz

in
sk

a
‘0

3

S
ve

n-
O

la
fM

oc
h

Th
e

Lo
ng

itu
di

na
lS

tr
uc

tu
re

Fu
nc

tio
n

at
Th

ird
O

rd
er

–
p.

3

S
.
M

O
C

H

N
N

LO
F
L



Fl
av

ou
r

cl
as

se
s

Fl
av

ou
r

cl
as

se
s

(a
su

bt
le

ty
)

A
tt

hr
ee

lo
op

s
ne

w
co

nt
rib

ut
io

ns
to

co
ef

fic
ie

nt
fu

nc
tio

ns
em

er
ge

C
ha

rg
e

fa
ct

or
di

st
in

gu
is

he
s

fla
vo

ur
cl

as
se

s
〈e

k
〉
=

1 n f

n
f

X i=
1

e
k i

fla
vo

rf
ac

to
r

f
l 2

f
l 1

1
f
l 0

2
f
lg 2

f
lg 1

1

no
n-

si
ng

le
t

1
3
〈e
〉

0
–

–

si
ng

le
t

1
〈e
〉2

〈e
2
〉

1
1

〈e
〉2

〈e
2
〉

Fe
yn

m
an

di
ag

ra
m

s
(e

xa
m

pl
es

)

f
l 2

f
l 0

2
f
l 1

1
f
lg 2

f
lg 1

1

S
ve

n-
O

la
fM

oc
h

Th
e

Lo
ng

itu
di

na
lS

tr
uc

tu
re

Fu
nc

tio
n

at
Th

ird
O

rd
er

–
p.

7

S
.
M

O
C

H



F
2
,F

L
-N

N
LO

K
N

(
2
)

2
2

=
γ

N
(
2
)

q
q

+
C

N
(
1
)

2
,
g

γ
N

(
1
)

g
q

+
γ

N
(
0
)

g
q

( C
N

(
2
)

2
,
g

−
C

N
(
1
)

2
,
g

C
N

(
1
)

2
,
q

) +
2
β
0

[ 2
C

N
(
2
)

2
,
q

−

( C
N

(
1
)

2
,
q

) 2
−

C
N

(
2
)

L
,
q

C
N

(
1
)

2
,
g

C
N

(
1
)

L
,
g

]

+
C

N
(
2
)

L
,
q

C
N

(
1
)

L
,
g

[ C
N

(
1
)

2
,
g

( γ
N

(
0
)

q
q

−
γ

N
(
0
)

g
g

) −
γ

N
(
1
)

q
g

] −

C
N

(
1
)

L
,
q

C
N

(
1
)

L
,
g

[ γ
N

(
2
)

q
g

−
C

N
(
1
)

2
,
g

( γ
N

(
1
)

q
q

−
γ

N
(
1
)

g
g

+
C

N
(
1
)

2
,
g

γ
N

(
0
)

g
q

)

+
( γ

N
(
0
)

q
q

−
γ

N
(
0
)

g
g

−
4
β
0

)(
C

N
(
1
)

2
,
g

C
N

(
1
)

2
,
q

−
C

N
(
2
)

2
,
g

) +
γ

N
(
0
)

q
g

(
C

N
(
2
)

L
,
g

−
C

N
(
1
)

L
,
q

C
N

(
1
)

2
,
g

C
N

(
1
)

L
,
g

)
]

+

( C
N

(
1
)

L
,
q

) 2
( C

N
(
1
)

L
,
g

) 2
[ (

C
N

(
1
)

2
,
q

) 2
( γ

N
(
0
)

q
q

−
γ

N
(
0
)

g
g

−
2
β
0

) −
C

N
(
1
)

2
,
g

γ
N

(
1
)

q
g

+
γ

N
(
0
)

q
g

( C
N

(
1
)

2
,
g

C
N

(
1
)

2
,
q

−
C

N
(
2
)

2
,
g

)]

+
C

N
(
2
)

L
,
g

( C
N

(
1
)

L
,
g

) 2
[ C

N
(
1
)

L
,
q

γ
N

(
0
)

q
g

+
C

N
(
2
)

L
,
q

γ
N

(
0
)

q
g

−
C

N
(
1
)

2
,
g

C
N

(
1
)

L
,
q

( γ
N

(
0
)

q
q

−
γ

N
(
0
)

g
g

−
2
β
0

)]
−

2
C

N
(
1
)

2
,
g

C
N

(
1
)

L
,
q

( C
N

(
1
)

L
,
g

) 2
γ

N
(
0
)

q
g

−

β
1

β
0

{
γ

N
(
1
)

q
g

+
γ

N
(
0
)

q
g

(
C

N
(
1
)

2
,
g

−

C
N

(
2
)

L
,
q

C
N

(
1
)

L
,
g

)
+

C
N

(
1
)

L
,
q

C
N

(
1
)

L
,
g

[ C
N

(
1
)

2
,
g

( γ
N

(
0
)

q
q

−
γ

N
(
0
)

g
g

) −
γ

N
(
1
)

q
g

]

+
C

N
(
1
)

L
,
q

( C
N

(
1
)

L
,
g

) 2
γ

N
(
0
)

q
g

( C
N

(
2
)

L
,
g

−
C

N
(
1
)

L
,
q

C
N

(
1
)

2
,
g

)}
+

( β
2 1

β
2 0

−

β
2

β
0

)
(

γ
N

(
0
)

q
q

−

C
N

(
1
)

L
,
q

C
N

(
1
)

L
,
g

γ
N

(
0
)

q
g

)

A
.G

uf
fa

nt
i

17
H

E
R

A
-L

H
C

W
or

ks
ho

p
-M

ar
ch

21
s
t

20
05

A
.
G

U
F

FA
N

T
I

N
N

LO
S

C
H

E
M

E
C

H
A

N
G

E
S
..
.



J.
B

LÜ
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