
�������������������������

�����������������������������������������

�����������

 

�������� 

������������������������������������ 
������������������������������������� 
�����������������



�������������������������

����������������������������������



�������������������������

��

����������



�������������������������

��

����������

����������������� 
��������������������������������������������������������������� 
�������������������������������������������������������������



�������������������������

��

�����������

������������������������������� 
����������������������������������������������������������������

�������������

⌦ N = 2

����������������� 
��������������������������������������������������������������� 
�������������������������������������������������������������



�������������������������

��

�����������

����������������� 
��������������������������������������������������������������� 
�������������������������������������������������������������

������������������������������� 
����������������������������������������������������������������

�������������

⌦ N = 2

����������������������������

����������������������������������������������������������������



�������������������������

��

�����������

��������������������������������������� 
���������������������������������������������������������������



�������������������������

��

�����������

��������������������������������������� 
���������������������������������������������������������������

��������������

�������



�������������������������

������������������

��



�������������������������

��

������������������

�����������������




�������������������������

��

������������������

�����������������


�����������������




�������������������������

��

������������������

�����������������


�����������������


������������




�������������������������

��

������������������

�����������������������������������������������������������




�������������������������

�����������������



�������������������������

���������������

������������

�� �� ���� �� ��� ���� �������������������������� ���������������������� ���
�����������������������������������������������������



�������������������������

���������������

������������

�� �� ���� �� ��� ���� �������������������������� ���������������������� ���
�����������������������������������������������������

������������������������������������������� AN , BN , CN , DN

G2, F4, E6, E7, E8



�������������������������

���������������

������������

�� �� ���� �� ��� ���� �������������������������� ���������������������� ���
�����������������������������������������������������

������������������������������������������� AN , BN , CN , DN

G2, F4, E6, E7, E8

�����������������������������������������������������������������

���������������������������������������������� �����������



�������������������������

���������������

������������

��������� ������������ ���������� �� ������� ������ �� ���������� ������
����������������������������������������������������

b

c



�������������������������

���������������

������������

��������� ������������ ���������� �� ������� ������ �� ���������� ������
����������������������������������������������������

b

c���������������������������������
����������������������������������
��������

dim g =
(a− 2t)(b− 2t)(c− 2t)

abc
, t := a+ b+ c



�������������������������

���������������

������������

��������� ������������ ���������� �� ������� ������ �� ���������� ������
����������������������������������������������������

b

c���������������������������������
����������������������������������
��������

dim g =
(a− 2t)(b− 2t)(c− 2t)

abc
, t := a+ b+ c

� ������������������������������
�����������������������
�����������������



�������������������������

������������

������������

���������������������S
3



�������������������������

������������

������������

���������������������S
3

Z ⇠

Y

↵
+

sin

✓

⇡(↵, ⇢)

δ

◆



�������������������������

������������

������������

���������������������S
3

Z ⇠

Y

↵
+

sin

✓

⇡(↵, ⇢)

δ

◆

�������������������������������������������������������

�����������������������������������



�������������������������

������������

������������

���������������������S
3

Z ⇠

Y

↵
+

sin

✓

⇡(↵, ⇢)

δ

◆

�������������������������������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

������������������������������������������������������������������

��������������������



�������������������������

������������

������������

���������������������S
3

Z ⇠

Y

↵
+

sin

✓

⇡(↵, ⇢)

δ

◆

�������������������������������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

��������������������

� ������������������������������������ � 
����������������������������������������������������������



�������������������������

������������

������������

���������������������S
3

Z ⇠

Y

↵
+

sin

✓

⇡(↵, ⇢)

δ

◆

�������������������������������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

��������������������

� ��������������������������������������������������
������������������



�������������������������

������������

������������

���������������������S
3

Z ⇠

Y

↵
+

sin

✓

⇡(↵, ⇢)

δ

◆

�������������������������������������������������������

�����������������������������������

�����������������������������������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

��������������������

� ����������������������������������������
������������������������������



�������������������������

������������

��������������������������

��������������������������������������������������������������

Z(N, δ) ! ZConi(t, gs)

������������������������������������������������������

�����������������������������������

��������������������

���������������������������������



�������������������������

������������

��������������������������

���������������������������������������

��������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

�����������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������
��������



�������������������������

������������

��������������������������

���������������������������������������

��������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

��������������������



�������������������������

������������

��������������������������

���������������������������������������

��������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

������������������������



�������������������������

������������

��������������������������

���������������������������������������

��������

Z ⇠

Z
R+

dx

x

sinh(x(t− δ))

sinh(xt) sinh(xδ)

sinh
⇣

x(a−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(b−2t)
2

⌘

sinh
⇣

x(c−2t)
2

⌘

sinh
�

xa

2

�

sinh
�

xb

2

�

sinh
�

xc

2

�

�������������������������������������������������������



�������������������������

������������

��������������������������

����������

�������������������������������������������������������������������

��������������������

ZConi

� ���������

�����������������������


�����������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������

���������

logZCS(N, δ) = logZConi(1/δ, e
−2⇡iN )−

i⇡N2

4
+

i⇡N(N2
− 1)

6δ
−

i⇡N

12

✓

1

δ
+ δ

◆



�������������������������

����������������������������

������

b

c

���������������������������



�������������������������

����������������������������

������

b

c

���������������������������

�������������������������

Exc(N)



�������������������������

�������������

������

b

c

Exc(N)�����������������������������������

��������������������������������

�����������������




�������������������������

�������������


