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Introdução



História

• Satyendra Nath Bose - ”Planck’s Law and the Hypothesis of Light
Quanta”

• Albert Einstein - Estendeu o resultado de Bose para átomos.
• Carl Wieman, Wolfgang Ketterle e Eric Cornell - Primeiro
Condensado de Bose-Einstein (1995). Receberam o prémio
Nobel da Física em 2001.
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Efeitos e aplicações interessantes

• Superfluidez;
• Supercondutividade;
• Lasers atómicos;
• Abrandamento da luz (Lene Hau):
possível aplicação para
armazenamento e processamento
de informação em computadores
quânticos.
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Operador Paridade



Operador Paridade

• Considere-se um sistema de 2 partículas idênticas de
hamiltoniano Ĥ.

• O operador P̂12 troca as partículas 1 e 2: P̂12ψ (r1, r2) = ψ (r2, r1)

• Tratando-se de partículas idênticas
[
P̂12, Ĥ

]
= 0

• P̂212ψ (r1, r2) = ψ (r1, r2) ⇒ P̂12ψ (r1, r2) = ±ψ (r1, r2)
+1→ simétrica: bosões
−1→ anti-simétrica: fermiões

Porquê???

Um sistema de N fermiões (bosões) obedece à estatística de
Fermi-Dirac (Bose-Einstein). Logo, a sua função de onda é

anti-simétrica (simétrica).
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Teorema de Spin-Estatística

Um sistema de N fermiões (bosões) obedece à estatística de
Fermi-Dirac (Bose-Einstein). Logo, a sua função de onda é
anti-simétrica (simétrica).

7



Exemplo

Considere-se que estas duas partículas podem estar em dois
estados |0⟩ e |1⟩. Ora neste caso temos 4 possibilidades.

Partículas Distinguíveis

4 estados: |0⟩ |0⟩, |0⟩ |1⟩, |1⟩ |0⟩ e |1⟩ |1⟩

Partículas Indistinguíveis (Clássicas)

3 estados: |0⟩ |0⟩, |0⟩ |1⟩, |1⟩ |0⟩

Bosões Indistinguíveis

3 estados: |0⟩ |0⟩, |1⟩ |1⟩, 1√
2 [|1⟩ |0⟩+ |0⟩ |1⟩]

Fermiões Indistinguíveis

1 estado: 1√
2 [|1⟩ |0⟩ − |0⟩ |1⟩]
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Exemplo

Considere-se que estas duas partículas podem estar em dois
estados |0⟩ e |1⟩. Ora neste caso temos 4 possibilidades.

Partículas Distinguíveis → Estatística de Maxwell-Boltzmann

4 estados: |0⟩ |0⟩, |0⟩ |1⟩, |1⟩ |0⟩ e |1⟩ |1⟩

Partículas Indistinguíveis (Clássicas)→ Estatística deMaxwell-Boltzmann*

3 estados: |0⟩ |0⟩, |0⟩ |1⟩, |1⟩ |0⟩

Bosões Indistinguíveis → Estatística de Bose–Einstein

3 estados: |0⟩ |0⟩, |1⟩ |1⟩, 1√
2 [|1⟩ |0⟩+ |0⟩ |1⟩]

Fermiões Indistinguíveis → Estatística de Fermi–Dirac

1 estado: 1√
2 [|1⟩ |0⟩ − |0⟩ |1⟩]
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Gás de Bose ideal



Gás de Bose ideal

• Partículas de spin inteiro (bosões), idênticas e que não
interagem entre si.

• Conjunto Grande Canónico - permite estudar um sistema com
um número N de partículas não definido sendo o seu valor
médio determinado pelas condições externas.

Ξ(z, V, T) =
∏
p

1
1− zexp[−βEp]

(1)

< np >=
1

z−1exp[−βEp]− 1 (2)

< N >=
∑
p

zexp[−βEp]
1− zexp[−βEp]

(3)

z = exp[βµ]

β = 1
kBT
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Gás de Bose ideal

• No limite termodinâmico (N→ +∞, V→ +∞ e N
V = cte),

podemos aproximar o somatório a um integral, separando o
estado fundamental (p = 0), já que este é tão ou mais
importante que os outros estados.∑

p
→ V

h3

∫
d3p (4)

• Introduzimos as funções de
Bose-Einstein.

gv(z) = [Γ(v)]−1
∫ xv−1
z−1ex − 1dx

(5)
• Sendo 0 ⩽ z ⩽ 1 e gv(z)
crescente, tem máximo
gv(1) = ζ(v) .
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Condensação de Bose-Einstein



Condensação de Bose-Einstein

• Desenvolvemos < N >, separando o estado fundamental.

N
V =

g3/2(z)
λ3T

+
1
V

z
1− z =

< Ne >
V +

< N0 >
V (6)

λT = ( h2
2πmkBT )

1/2

• O número de ocupação dos estados excitados vai ter um
máximo quando z = 1.

< Ne >
V max

=
ζ(3/2)
λ3T

(7)

• Por outro lado, o número de ocupação do estado fundamental
não está limitado.

• Quando N ⩾< Ne >max temos Condensação de Bose-Einstein -
as partículas vão-se acumular no estado fundamental.
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Condensação de Bose-Einstein

• Podemos calcular a temperatura crítica para a qual o sistema
passa a apresentar um condensado de Bose-Einstein. Esta
temperatura corresponde ao ”momento”em que o número de
partículas do sistema é igual ao número de ocupação máximo
dos estados excitados.

N =
V
λ3TC

ζ(3/2) ⇔ TC =
h2

2πmkB
[

N
Vζ(3/2) ]

2/3 (8)

• Para T < TC, sendo N =< Ne >max +N0, temos a seguinte fracção
de condensado no sistema:

N0
N = 1− (

T
TC

)3/2 (9)
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Para lá do gás ideal

• Na verdade, as partículas interagem entre si, o que torna tudo
muito mais interessante.

• As funções de onda das partículas individuais que fazem parte
do condensado de Bose-Einstein vão coalescer e formar uma só
função de onda.

• Motivação para a próxima semana (Eq. Gross-Pitaevskii)

iℏ∂Ψ(r, t)
∂t =

(
− ℏ2

2m∇2 + V(r) + g|Ψ(r, t)|2
)
Ψ(r, t) (10)
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