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O CASO

MOTIVACAO

CONSIDEREMOS UM PENDULO PERFEITO, A OSCILAR VERTICALMENTE DENTRO DE UMA CAIXA.

ll) SE DESLOCARMOS SUAVEMENTE A CAIXA, O PENDULO CONTINUARA A MOVER-SE PRATICAMENTE COM A MESMA AMPLITUDE NO MESMO PLANO.

ESTA MUDANCA GRADUAL NAS CONDICOES EXTERNAS CARACTERIZA UM PROCESSO ADIABATICO.

NUM PROCESSO ADIABATICO, O TEMPO EXTERNO Te AO
LONGO DO QUAL OS PARAMETROS DO SISTEMA MUDAM DEVE
SER MUITO SUPERIOR AO TEMPO INTERNO DO SISTEMA, |.E.,

T, > T,

| PENDULO A OSCILAR NO SENTIDO
! NORTE-SUL




MOTIVACAO

O CASO
CLASSICO

PENDULO A OSCILAR NO SENTIDO
NORTE-SUL

0
Q= J sin@ df d¢ = 2m(— cos 6) 00 = 21(1 — cos 8,)

|

HA UMA MUDANCA DE FASE NO MOVIMENTO DO PENDULO.

E FACIL VERIFICAR QUE QUANDO O PENDULO REGRESSA A POSICAO INICIAL NAO SE
ENCONTRA A OSCILAR NO MESMO PLANO AQUANDO DA PARTIDA.

O NOVO PLANO FAZ UM ANGULO 8 COM O INICIAL, IGUAL AO ANGULO ENTRE AS LINHAS
LONGITUDINAIS PERCORRIDAS.
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A=--—4nR*=0R? >0 =

4 Q)
221 R?

O PENDULO DE FOCAULT E UM EXEMPLO DESTE TRANSPORTE ADIABATICO.




O TEOREMA ADIABATICO e

TEOREMA ADIABATICO CONSIDEREMOS UM HAMILTONEANO QUE VARIA
NO TEMPO:

SUPONDO QUE O HAMILTONEANO DE UM SISTEMA EVOLUI GRADUALMENTE DE Hi PARA Hf,
SE O SISTEMA ESTIVER INICIALMENTE NUM ESTADO |Tl) DE Hi! ENTAO O SISTEMA VAI EVOLUIR PARA O

ESTADO |1) DE Hy. H(t) |[Yn(2)) = En(t) [¥n(t))

ASSUMINDO ESTADOS PROPRIOS DISCRETOS E NAO 0|¥ (t)) 06, ()

DEGENERADOS, TEMOS UMA SOLUCAO DO TIPO: i h n — H(t) W, (t)) E— Lp(t) = Cn (t)wn (t) e "n
ot e

INSERINDO ESTA SOLUCAO NA EQUACAO, OBTEMOS RESTA, PORTANTO, DETERMINAR OS COEFICIENTES. PARA ISTO, RESOLVE-SE A EQUACAO DE SCHRODINGER:

A FASE DINAMICA:

i) (G thn + Bnn + LCnthnn)ei® = " ¢ (H ) el -
n

t n

1 . C
0,(t) = — P E, (t") dt’ > cp(t) = —Z Cn (W |1 )€ On=Om)
O n



A APROXIMACAO ADIABATICA SERe

DERIVADO A EQUACAO DE SCHRODINGER E FAZENDO O PRODUTO INTERNO COM l/)m, OBTEMOS: A FUNCAO DE ONDA GANHA SIMPLESMENTE UM PAR DE FASES:

von SR (lpm'H'lpn) i(60n,—0m)
Cn(t) = = C (W [ W) ch En —Em P(t) = et vy (t)

PARA UMA TRANSFORMACAO SUFICIENTEMENTE LENTA, PODEMOS RETER APENAS O 1° TERMO:

FASE GEOMETRICA
FASE DINAMICA —>

Cm-(t) = —Cnm (djm |¢m>

em() = Cpy(0)e! Tn®

Ll) SERIA EXPECTAVEL QUE A UNICA FASE QUE SURGISSE COM A
VARIACAO DO HAMILTONEANO FOSSE A FASE DINAMICA.

ll) NO ENTANTO, SURGE TAMBEM UMA OUTRA FASE, QUE DEPENDE DA
GEOMETRIA DO SISTEMA.

( t

1
0, (t) = _ﬁ E, (t") dt’ FASE DINAMICA

Yu(t) =i f <l/)n(t) 51/)n(t )> dt' FASE GEOMETRICA

\



FASE GEOMETRICA e

CONSIDERANDO QUE O HAMILTONEANO DEPENDE DE PARAMETROS R (t), R, (t), ... R,, (t) QUE VARIAM NO TEMPO (e podem ser descritos como

um vector R(t) num espaco abstracto) — PODEMOS CONSIDERAR A EVOLUCAO DO MESMO AO LONGO DE UMA CURVA C NUMA VARIEDADE
TOPOLOGICA DESTE ESPACO.

i@ =i (@ 23) T ADR) = W (R)I0gbn (R)) = —Im [y (R)|0gb (RO

B(n) E A CURVATURA DE BERRY

¥, (C) = % AM(R) - dR Lo ¥, (C) = Jj BM(R) dR{dR, ...dR,  (TENSOR ANTISSIMETRICO DE 2°
) .
C ORDEM...)
S
\ SE O ESPACO DE PARAMETROS FOR TRIDIMENSIONAL, PODEMOS APLICAR O QUE JA SABEMOS DO CALCULO:

ASE DE BERRY

Y (C) = j fS B™WMR) -ndS, BWR)=VxAM(R) =-Im[(Vi,(R)| X [V),(R))]



FASE GEOMETRICA A D ERRY

B(n)(R) =V xA® (R) = —Im[{Vy,(R)| X |V, (R))] = l RELACAO  DE

FECHO USANDO (l/)m|l/)n> = P T, ’

E,—FE
= —Im X 2n (Vi (R)[m(R)) X (m(R)|V,,(R)) e
OBTEMOS A CURVATURA DE BERRY: A CURVATURA DE BERRY DESEMPENHA O MESMO PAPEL
QUE UM CAMPO MAGNETICO NO ESPACO DOS
PARAMETROS, CUJO POTENCIAL VECTOR E A CONEXAO
B™(R) = —Im z (Wn|VH ) X (Y [VH [Y)  eRRy I
(En T m)z
m+n
SE A CURVA C ESTIVER NUMA REGIAO DO ESPACO DOS PARAMETROS QUE ESTEJA (_I_lVHl _) X (_lVHl +>
PROXIMA DE UM PONTO EM QUE HAJA DEGENERESCENCIA DE DOIS ESTADOS + E -, AS B, (R) = —Im £ )2
CORRESPONDENTES CONEXOES DE BERRY SAO DOMINADAS PELO DENOMINADOR E A ( + _)

CONTRIBUICAO DE OUTROS ESTADOS PODE SER DESPREZADA.

B_(R) = =B+ (R),|£) = |X(R))



CURVATURA DE BERRY
CONEXAO DE BERRY

FASE GEOMETRICA

A FORMA GERAL DE UM HAMILTONEANO DE UM SISTEMA COM DEGENERESCENCIA DE DOIS ESTADOS E:

Z

H(R)zi(x — iy XHY)

_7 comvaLores PrOPRIOS EL(R) = —E_(R) = IR

2

. O-x
VH = % v ( . z v Xj'ZlY) — %(?,) = %0- Oy, Oy, 07 SAO AS MATRIZES DE PAULI
Z
OS VECTORES PROPRIOS DESTE HAMILTONEANO SAO
_(0 1 1 (0
o=(1 o +)=(7). 1- =)
0 —i R
O-y:(l' 0) — O-xli):li) ) o-yli>:il|+> ) az|i>:i|i>;

R
Bi(R) =

A CURVATURA DE BERRY VEM:




MONOPOLOS MAGNETICOS s D e

ESTA CURVATURA PODE SER VISTA COMO O ‘CAMPO MAGNETICO’ NO ESPACO DOS PARAMETROS GERADO POR UM MONOPOLO MAGNETICO DE DIRAC.

A FASE DE BERRY Y+ (t) AO LONGO DE UM CIRCUITO C NO

ESPACO DOS PARAMETROS E DADO PELO FLUXO TOTAL DO fJJ V- B+(R) dv=4T1 Dy = jjj V- Bi(R)dV — Bi(R) -dA
% - 4 §

MONOPOLO PELA SUPERFICIE S DELIMITADA PELO CAMINHO C.

FLUXO

B+ (R) . dR — y (C) - + g A FASE DE BERRY Y + (t) E IGUAL AO ANGULO SOLIDO DESCRITO POR R NO CIRCUITO C.
+ = In — L B

S 2

() E O ANGULO SOLIDO DEFINIDO PELO CIRCUITO C VISTO DA DEGENERESCENCIA.

SE O HAMILTONEANO FOR REAL, OS NiVEIS DE ENERGIA INTERSECTAM-SE SEGUNDO UM CONE NO ESPACO
E,X,Z, CUJA ORIGEM E O PONTO ONDE OCORRRE A DEGENERESCENCIA.




SPIN EM CAMPOS MAGNETICOS ARSI

E POSSIVEL VERIFICAR A EXISTENCIA DESTA DIFERENCA DE FASE ESTUDANDO O
Proc. R. Soc. Lond. A 392, 45-57 (1984) SPIN DE PARTICULAS SUJEITAS A UM CAMPO MAGNETICO QUE VARIA EM DIRECCAO.

Printed in Great Britain

Quantal phase factors accompanying adiabatic changes , )
PARA UMA PARTICULA DE SPIN S, O HAMILTONEANO DA INTERACGAO COM UM

By M.V.Berry, F.RS. CAMPO MAGNETICO B E:
H. H. Wills Physics Laboratory, University of Bristol,

Tyndall Avenue, Bristol BS8 1TL, UK. H — k h B . S

(Received 13 June 1983)

A quantal system in an eigenstate, slowly transported round a cireuit C K E UMA CONSTANTE RELACIONADA COM O RACIO GIROMAGNETICO.
by varying parameters R in its Hamiltonian H(R), will acquire a geo-

metrical phase factor exp{iy(C)} in addition to the familiar dynamical

phase factor. An explicit general formula for y(C') is derived in terms of the VALORES PROPRIOS:

spectrum and eigenstates of H(R) over a surface spanning C. If C lies near

a degeneracy of H,y(C) takes a simple form which includes as a special

case the sign change of eigenfunctions of real symmetric matrices round a

degeneracy. As an illustration y(C) is calculated for spinning particles in

slowly-changing magnetic fields; although the sign reversal of spinors on —

rotation is a special %asw,, the effect is pre%licted tc% oceur for bosons as well H | ¢> — E n |lp> — E n — k h B n
as fermions, and a method for observing it is proposed. It is shown that the

Aharonov-Bohm effect can be interpreted as a geometrical phase factor.

1. IntTrODUCTION

B™(R) = —Im ) Wn|VH |Z/;;>_>< %lzlvmwm)

Imagine a quantal system whose Hamiltonian H describes the effects of an un- m¥*n
changing environment, and let the system be in a stationary state. If the environ-

ment, and hence . is slowly altered, it follows from the adiabatic theorem (Messiah

10



SPIN EM CAMPOS MAGNETICOS ARSI

1 (n,s(B)|VH|m, s(B)) X (m,s(B)|VH|n, s(B))

BMW(R) = —Im —— vsaoo  VpH =VgkhB-S=khS
m+n
1 n,s(B)|S|m,s(B)) X {m,s(B)|S|n,s(B
) B = —[m— n, s(B)IS| (B)) x ¢ (B)ISIn, s(B); CONSIDERANDO QUE B = B e,
B2 (m — n)?
m+n
1 PARTINDO DESTAS RELACOES, OS UNICOS ELEMENTOS DE MATRIZ QUE NAO SE
e S.In,s)=[s(s+1)—nn+1)]z|In+1,s) .
1
* Sns)=[s(s+ 1) -n(n-D]z|n-1,5) | =— (nt1,5|S¢In,s) = [s(s+1)—n(ni1)]%
« S,In,s) =n|n,s) (n,s [SzIn,s) =n
_ 1 1 (0) = || B®®) - dr
(nil,SISxIn,S)=§[S(s+1)—n(ni1)]2 e ﬂs o

_ 1 ee——) p () — nES ) Y, (C) = —nQ)
(nil,SISyIn,S)=$Ei[s(s+1)—n(ni1)] B

L
2




SPIN EM CAMPOS MAGNETICOS ARSI

QUALQUER MUDANCA DE FASE PODE SER OBTIDA VARIANDO B AO LONGO DE UM CAMINHO FECHADO.

l.l) PARA FERMIOES (S = m/2) PARA UMA ROTACAO COMPLETA DE B —> ) = 27T —> O FACTOR DE FASE E - 1;

) PARA BOSOES (S = m) PARA UMA ROTACAO COMPLETA DE B—> {) = 21T — O FACTOR DE FASE E 1;

COMO TESTAR ISTO?

FEIXE 1 B AVARIAR (LENTAMENTE)

FEIXE DE PARTICULAS DESCREVENDO () D

FEIXE 2

a

DETECTOR

A TAXA DE CONTAGEM DO NUMERO DE
PARTICULAS E MEDIDO COMO UMA
FUNCAO DE QQ

B CONSTANTE




SPIN EM CAMPOS MAGNETICOS

FEIXE 1

FEIXE 2

A

B CONSTANTE

B AVARIAR (LENTAMENTE)
DESCREVENDO 2

DETECTOR

A TAXA DE CONTAGEM DO NUMERO DE
PARTICULAS E MEDIDO COMO UMA
FUNCAO DE Q2

MANIFESTACOES
OPTICAS

O FACTOR DE FASE DINAMICA

t

1
0, (t) = —5 | En(t)dt’
0

PERMANECE INVARIANTE DEBAIXO DAS ROTACOES
DO CAMPO (NAO DEPENDE DAS MESMAS...)

E VISTO UM PADRAO DE FRANJAS, DEPENDENTE DE {2, RESULTANTE DO FACTOR DE FASE GEOMETRICO!

SE C FOR UM CAMINHO FECHADO QUE DESCREVE UM CONE COM ANGULO 0,

ENTAO:

1(8) = [cos(n (1 — cosB))] ?



EFEITO DE AHARONOV-BOHM N Tichs

z NA REGIAO EM QUE B=0 TEM-SE:
\ 1 ,
; H = (ihV+ q A)Z A E O POTENCIAL VECTOR
5 2m
: 1
E _ : 2. _
;- — Hn = EYy > =AYV +qA) %Y, = By
2Zm
Beam p Beam
split E recombined ) , I q r
E A SOLUGAO SERA DO TIPO: W(I,t) = € ¥Y(rt) , g(r) = _j A(r') - r
s 0
S
Solenoid SUBSTITUINDO NA EQUAGAO DE SCHRODINGER OBTEMOS A EQUACAO:

2

2— \72 g’ (I‘, t) =ih a— g’ (I‘, t) m——) ESTA EQUACAO E IGUAL A DE UMA PARTICULA LIVRE NA AUSENCIA DE Al
m t

A LEVA SIMPLESMENTE AO APARECIMENTO DE UMA FASE (MESMO QUANDO B = 0!)

ESTE EFEITO E VERIFICADO A PARTIR DE EXPERIENCIAS DE INTERFERENCIA, INTERFERENCIAS ESTAS QUE SAO MENSURAVEIS.

14



EFEITO DE AHARONOV-BOHM N Tichs

Beam
split

vvvoTovoUvoveyw

Solenoid

o]
]
P
3
b
P
P
p
P
P
D
D
o
-
P

4

Beam
recombined

PORTANTO, A FASE ADQUIRIDA POR CADA UM DOS FEIXES AQUANDO DA RECOMBlNAQAO DO FEIXE
E:

+7T

q qod qd
g(r) hf r=z7z) %49=3%I3

SENDO A FASE RELATIVA ENTRE OS FEIXES:

A MESMA DIFERENCA DE FASE 0 PODE SER OBTIDA A PARTIR DE UMA VARIACAO DE PARAMETROS DO HAMILTONEANO —

FASE GEOMETRICA DO TIPO VISTO ANTERIORMENTE.

15



EFEITO DE AHARONOV-BOHM N Tichs

O EFEITO DE AHARONOV-BOHM PODE SER VISTO COMO UM EXEMPLO DE FASE GEOMETRICA.

PARTICULA CONFINADA A UMA CAIXA (CENTRADA NUM PONTO R EXTERIOR AO SOLENOIDE) POR UM POTENCIAL V' = V(l‘ — R) — FAZENDO COM QUE A CAIXA PERCORRA

UM CAMINHO FECHADO EM TORNO DO SOLENOIDE, R=R(t)

Hy = Ey e[%(ih|7+qA)2+V(r —R)]¢=E¢

A SOLUCAO SERA DO TIPO:

: q (T ! /
P, = 9O (r —R) = ¢n kAT Ay 1 _ gy

16



EFEITO DE AHARONOV-BOHM N Tichs

CALCULANDO A FASE:

BRI R) = [[[ Er Y6 — R T AR = R) + Vahn(r = R)] = =i+ AR)

q

(@ =4 $ A®)-dR=q7
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