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INTUICAO

Pontos-Chave
o Experiéncia Young: Onda-Particula

A, e P =1X;P; ? Fechar fendas — n3o reproduz
P ——— resultado...

see P @ Solugdo: Inteferéncia: P = |¢p1 + <i>2|2 Mas
S~ - entdo, um electrdo atravessa ambas as fendas?
ra o Experiéncia: Luz apds as fendas, defleccdo de

fot&es: ele passa numa s6 fenda — N3o ha
interferéncia: P=P;+P,>. Medir afecta!
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INTUICAO-II

Pontos-Chave

o Generalizagdo — mais fendas, mais ecras!
—_— . . — ya=3yb=4
P ey R S o Caso da figura: ¢(x(t)) = Z3Z3¥7=1¢ap(x(t))
- o<z [0 T o0 >
s iSSPtk
S~ ATIR e -7 - s ~
S~ ? : ;\*:\\ B - e o No caso limite, podemos tomar infinitos ecr3s,
s> 2 P ‘. o
ST /,/ infinitesimalmente préximos, com infinitas
NN 2 fendas. N — oo
B, ~ . .
! o Obtemos o qué se tomarmos esse limite?
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INTUICAO-IIT

Pontos-Chave
o Espaco habitual, sem restri¢&es!

v 13 o Somos capazes de descrever o movimento de
uma particula num espago arbitrario.

@ As restricdes ao movimento s3o incorporadas no
factor ¢(x(t)) e nos caminhos permitidos

A probabilidade de uma particula que comeca num dado ponto A estar, apés tempo t, num dado
ponto B, é dada por

Pasb = |Tq,,,0(x(1))I> = |K(b, 3) %,
onde a soma se faz sobre todos os possiveis caminhos que a particula pode descrever.

Ao factor K(b,a) chama-se o propagador, uma vez que é o responsavel por descrever a evolugio
da fung3o de onda da particula ao longo do tempo (mais tarde veremos exactamente como).
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PoNTO DE PARTIDA - ANSATZ

PRESSUPOSTOS
o P,y =|K(b,a)?

o K(b,a) =X, ,0(x(t))), Ya—spb 0s caminhos possiveis.

@ Recuperar o limite classico quando fazemos # — 0.

| \

HIPOTESE
Escolhemos como hipétese de fungio a utilizar:
B(x(1)) = eF k0L, S = [ L(x, %,1)
@ Todos os caminhos contribuem com igual magnitude.

o a fase da fungdo depende da ac¢3o para cada caminho.

\

JUSTIFICAGAO DA ANSATZ

Consideramos uma perturbagdo 7 em torno de xc que minimiza a acgdo: x = xc + 7. Ent3o:
o Para S # S¢, n«l provoca um ds«l, mas %5 »1! A fase oscila rapidamente.
e Como 7 varia continuamente, podemos escolher 7> tal que a contribuicdo anterior se anule.
o Para S ~ Sc (em primeira ordem), ds = 0 por defini¢io; logo, ndo podemos ignorar estas
contribuigdes.

Assim, no limite em que h — 0, apenas interessa a contribuicdo do caminho classico.
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ForMA DE K(B,A)

Ideia: Subdivisdo em fatias temporais discretas infinitesimalmente pequenas.
Pressupostos

o tp, —t; = Ne
@ e=tiy1 —t
o x; = x(tj), xi €] — 00,00[

Aproximag3do: processo idéntico ao integral de Riemann. Podemos aproximar o somatério por um
integral nos vérios x(t). Assim:

ForMA DE K(B,A)
K(b, a) =

1 %Iimeﬁof'l)x(t)e%s[a’b]

. t
ic [P £(x,x,t)
b

L N-1 et Jt _ X1 —X
2 Allmeﬁofl_[j:1 dxje a =

N&o integramos em x; = xp ou x, = xy. Porqué?
(Sera que o integral estd bem-definido? Para quem tiver problemas existenciais:
(http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0007449704000107)
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INTERPRETACAO DE K(B,A)

As contas s3o bonitas, mas o que é realmente o propagador K(b,a)? Relembremos um resultado
da representagdo de Schrodinger:

UMA FORMA MAIS FAMILIAR

W(x, £) = (x| e B [Wo) = [ (x| =B Iy) (y|Wo) dy = [ (x| e~ F [y) Wo(y)

Pensemos agora sobre o que é K(b,a):

K(b,a) designa o propagador do sistema: corresponde & "amplitude de probabilidade”de uma
particula num dado intervalo transitar do seu estado inicial A para um estado final B. Indexando
estes estados pela sua posigdo e tempo, chegamos a um outro resultado:

Seja K(b,a) o propagador do sistema entre os estados inicial e final (x;, t;) e (xf, tr)
respectivamente. Ent3o, a expressdo para a funcio de onda de uma particula no estado final em
fungdo do seu estado inicial é dada por:

V(x,t) = fix;o K(x, t; xi, t;))V(x;, ti)dx;

Questdo: porque é que se efectua o integral em x; na expressdo anterior?
Comparando as duas expressdes, concluimos a que corresponde K(b,a) na representaco habitual:

K(b,a) = (b]e™ &' |a)
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EqQuIVALENCIA FEYNMAN-SCHRODINGER

Problema: Serad que a formulagdo de integrais de caminho é idéntica a formulagdo de Schrodinger
da M.Q? Utilizando a expressdo derivada anteriormente, consideramos a evolu¢3o da fungio de
onda entre t e t+¢. Consideramos um Lagrangiano quadratico da forma habitual L =7 — V:

1 o je prX—X0 X+X
V(x,t+e)= Z/ eﬁﬁ(feﬂ,TO»f)w(th)dxo =

oo

0 ime (x=0)% L xix
:%/ e”’l( c ) efﬁV(%J)\U(xo,t)dXo
— 00

Efectuamos a mudancga de varidvel x +n = xp, dxp = dn. Obtemos ent3o:

1 RS- i n
W(x, t+e) = Z/ e e EVOTTOW(x 4, t)dn

oo

Estamos interessados em termos somente de ordem € e 72 (Porqué?). Assim, efectuando as
expansdes de Taylor apropriadas do potencial e de uma exponencial, concluimos que:

v o1 [T i A
W(x,t)—ke%—t ~ Z/_Do e (1 - %V(x, t)) (\U(X, t)+ng—x + 7](9) dn
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EQUIVALENCIA FEYNMAN-SCHRODINGER-II

Utilizamos agora os seguintes trés resultados:

CALCULOS AUXILIARES

2

M7}
1 _ooezhedn_
2f nezr‘le 7]:0

3f neZﬁedn—ﬁ

m

Para que em ordem 0 de € os resultados sejam concordantes, verificamos que:

1 X imn? 2mhei
— / e e V(x,t)dn = W(x,t) = A= 4/ T
Al o m

Chegamos portanto a seguinte relagdo:

ov ie ihe O°W
V(x,t)+ o (1 — %) (\U(x, t) + 8)(2)

Ignorando termos de O(€?), chegamos por fim & equagdo de Schrodinger:

v _ i 12 9%w
ot = (*ﬁWJFV(X f)"’)
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GENERALIZAGAO

N-DIMENSIONAL
Pressupostos
e 1D: K(b,a)= f e 51Dy (t)
e 7 := vector de posicdo no espaco N-Dimensional.
o Divisdo do tempo em fatias de tamanho € : t; — 7 = (r1j, ..., In;)

Assim, obtém-se facilmente a nova forma do propagador:
b N
1 i
K(ba) = - / en b T Dy(2)
a i=1

Exemplo: 3-D, Lagrangiano Quadréatico:

i [t msN 2
b % Ik 3 N—1
K(b,a) = éfa e fta o Hi:l Hj:l drij

M-PARTICULAS

Logicamente, esperamos que o propagador corresponda a soma sobre todos os caminhos tais que,
para cada particula k de posicdo rg, ry, — ry,em t; — tr. Temos assim:

b M
1 i
K(b,a) = W/ o7 Slb,al I | D,.(t)
2 =1l

A CAMINHO DA IN’ 19 DE JULHO DE 2016



EMPLO I: PARTIiCULA LIVRE

PoNTO DE PARTIDA
1 =2

ic [t ;
— L(x,%,t
2 K(b,a) = dlimeo [ TIV  dige™ Ju SO0 A (22h)

1° Passo: Calcular a acc¢do.

ty N—1 2 N—1
_ m., . m [ Xk41 — Xk . m 5
Sla,b) = / - Xt ~ 62 > (T) = Slab) = 5 Z(Xk+1 = Xk)
ta k=0 k=0
2° Passo: Calculo do Propagador.
im N—1 e .
/ H dX e ta C(X *ot) /dX2dX3 de_leﬁ Zk:z (Xk+1_xk)2 / Xme%((Xl_X0)2+(X2_X1)2)
— 00

Os integrais foram separados para permitir o seu célculo sucessivo. Felizmente, existe uma
férmula de recorréncia!l
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ExEMPLO I: PARTIiCULA LIVRE

Calculos Auxiliares

o0 o0
. ) ) .
dxg e2er ((a—x0)+0e—x)*) — o2¢% Xmesﬁ/( —x1(x0+x2))

— o0 —oo

Para proceder, completamos o quadrado por forma a obter um integral gaussiano. Fazendo isto
obtemos:

oo

im im 2 im 2 Xo+x2\2

erer Xmeg(Xl —xa(x0tx2) — gzear (2—x0) Xmeeﬁ(X17 =)
— 0 —0oo
Fazemos a mudancga de variavel y=x; — XU;“ ,dy=dx;, obtendo assim:
2 o Xp+x2 \2 2 2
im QTx2 im im
eZeZh(X27XO) Xmeeﬁ(X17 =) — ezezh(@*m) eern” dy
— 00 —oo

Este integral é facilmente resoliivel. Resolvendo-o e substituindo-o no integral inicial ficamos com:

iTeh
\/>/dxzd)<3 Ldxy— 1e26ﬁ Zk 5 (er1— x)? e (e —x0)?
m
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ExEMPLO I: PARTIiCULA LIVRE

Calculos Auxiliares |1
O procedimento agora seria calcular os restantes termos e determinar o integral. Felizmente,
existe uma relag3o de recorréncia que pode ser usada para o célculo dos integrais. De facto:

i 1 2 2 im_nt1 X0 _ ™n41y2, 1 )2
/dxne%[;(xn—xo) +(nt1—xn)°] — /dxneQEfi[ w On— 22 — g1 )+ Gt 1—x0)7]

Resolvendo o integral acima obtemos:

im rotle X0 Mnily2, 1 Zxg)? 2rieh n m 1 _xg)?
dxne25ﬁ[ o O — o — i ) Tt Gt l=x0)7] — _e2eh ntl (xn+1=x0)
m n+1

Utilizando a expressdo acima podemos obter facilmente o valor do propagador:

—_ i 2 i 2
N=1 ol = fim a2z (6 —xa)

237 N e—0 AVN

Usamos agora Ne = At e obtemos por fim:

m im Ax? m
K(b,a) = | ———e3k At — P,_,p = |K(b,a)|? = ———
(b:a) =/ smae e ™ a0 = Kb, ) = S
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