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Intuição

Pontos-Chave
Experiência Young: Onda-Part́ıcula
P = Σi Pi ? Fechar fendas → não reproduz
resultado...
Solução: Inteferência: P = |φ1 + φ2|2 Mas
então, um electrão atravessa ambas as fendas?
Experiência: Luz após as fendas, deflecção de
fotões: ele passa numa só fenda → Não há
interferência: P=P1+P2. Medir afecta!
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Intuição-II

Pontos-Chave
Generalização → mais fendas, mais ecrãs!
Caso da figura: φ(x(t)) = Σa=3

a=1Σb=4
b=1φab(x(t))

P=|φ(x(t))2|
No caso limite, podemos tomar infinitos ecrãs,
infinitesimalmente próximos, com infinitas
fendas. N →∞
Obtemos o quê se tomarmos esse limite?
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Intuição-III

Pontos-Chave
Espaço habitual, sem restrições!
Somos capazes de descrever o movimento de
uma part́ıcula num espaço arbitrário.
As restrições ao movimento são incorporadas no
factor φ(x(t)) e nos caminhos permitidos

Theorem
A probabilidade de uma part́ıcula que começa num dado ponto A estar, após tempo t, num dado
ponto B, é dada por

Pa→b = |Σγa→bφ(x(t)))|2 = |K(b, a)|2,
onde a soma se faz sobre todos os posśıveis caminhos que a part́ıcula pode descrever.

Ao factor K(b,a) chama-se o propagador, uma vez que é o responsável por descrever a evolução
da função de onda da part́ıcula ao longo do tempo (mais tarde veremos exactamente como).
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Ponto de Partida - Ansatz

Pressupostos
Pa→b = |K(b, a)|2

K(b, a) = Σγa→bφ(x(t))), γa→b os caminhos posśıveis.
Recuperar o limite clássico quando fazemos } → 0.

Hipótese
Escolhemos como hipótese de função a utilizar:

φ(x(t)) = e
i
} S[x(t)] , S =

∫ tb
ta
L(x , ẋ , t)

Todos os caminhos contribuem com igual magnitude.
a fase da função depende da acção para cada caminho.

Justificação da Ansatz
Consideramos uma perturbação η em torno de xc que minimiza a acção: x = xc + η. Então:

Para S 6= Sc , η«1 provoca um δS «1, mas δS
} »1! A fase oscila rapidamente.

Como η varia continuamente, podemos escolher η2 tal que a contribuição anterior se anule.
Para S ≈ Sc (em primeira ordem), δS = 0 por definição; logo, não podemos ignorar estas
contribuições.

Assim, no limite em que }→ 0, apenas interessa a contribuição do caminho clássico.
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Forma de K(b,a)

Ideia: Subdivisão em fatias temporais discretas infinitesimalmente pequenas.
Pressupostos

tb − ta = Nε
ε = ti+1 − ti

xi = x(ti ), xi ∈]−∞,∞[

Aproximação: processo idêntico ao integral de Riemann. Podemos aproximar o somatório por um
integral nos vários x(t). Assim:

Forma de K(b,a)
K(b, a) =

1 1
A limε→0

∫
Dx(t)e

i
} S[a,b]

2 1
A limε→0

∫ ∏N−1
j=1 dxj e

iε
}

∫ tb
ta
L(x,ẋ,t)

, ẋj =
xj+1−xj

ε

Não integramos em xa = x0 ou xb = xN . Porquê?
(Será que o integral está bem-definido? Para quem tiver problemas existenciais:
(http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0007449704000107)
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Interpretação de K(b,a)

As contas são bonitas, mas o que é realmente o propagador K(b,a)? Relembremos um resultado
da representação de Schrodinger:

Uma forma mais familiar

Ψ(x , t) = 〈x | e−
iĤt
} |Ψ0〉 =

∫
〈x | e−

iĤt
} |y〉 〈y |Ψ0〉 dy =

∫
〈x | e−

iĤt
} |y〉Ψ0(y)

Pensemos agora sobre o que é K(b,a):
K(b,a) designa o propagador do sistema: corresponde à ”amplitude de probabilidade”de uma
part́ıcula num dado intervalo transitar do seu estado inicial A para um estado final B. Indexando
estes estados pela sua posição e tempo, chegamos a um outro resultado:

Theorem
Seja K(b,a) o propagador do sistema entre os estados inicial e final (xi , ti ) e (xf , tf )
respectivamente. Então, a expressão para a função de onda de uma part́ıcula no estado final em
função do seu estado inicial é dada por:

Ψ(x , t) =
∫∞
−∞ K(x , t; xi , ti )Ψ(xi , ti )dxi

Questão: porque é que se efectua o integral em xi na expressão anterior?
Comparando as duas expressões, conclúımos a que corresponde K(b,a) na representação habitual:

K(b, a) = 〈b| e−
iĤt
} |a〉
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Equivalência Feynman-Schrodinger

Problema: Será que a formulação de integrais de caminho é idêntica à formulação de Schrodinger
da M.Q? Utilizando a expressão derivada anteriormente, consideramos a evolução da função de
onda entre t e t+ε. Consideramos um Lagrangiano quadrático da forma habitual L = T − V:

Ψ(x , t + ε) =
1
A

∫ ∞
−∞

e
iε
} L(

x−x0
ε
,

x+x0
2 ,t)Ψ(x0, t)dx0 =

=
1
A

∫ ∞
−∞

e
imε
2}

( x−x0
ε

)2

e−
iε
} V(

x+x0
2 ,t)Ψ(x0, t)dx0

Efectuamos a mudança de variável x + η = x0, dx0 = dη. Obtemos então:

Ψ(x , t + ε) =
1
A

∫ ∞
−∞

e
im

2}ε
η2

e−
iε
} V(x+

η
2 ,t)Ψ(x + η, t)dη

Estamos interessados em termos somente de ordem ε e η2 (Porquê?). Assim, efectuando as
expansões de Taylor apropriadas do potencial e de uma exponencial, conclúımos que:

Ψ(x , t) + ε
∂Ψ

∂t
≈

1
A

∫ ∞
−∞

e
im

2}ε
η2
(

1−
iε
}
V(x , t)

)(
Ψ(x , t) + η

∂Ψ

∂x
+
η2

2
∂2Ψ

∂x2

)
dη
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Equivalência Feynman-Schrodinger-II

Utilizamos agora os seguintes três resultados:

Cálculos Auxiliares

1
∫∞
−∞ e

imη2
2}ε dη =

√
2π}εi

m

2
∫∞
−∞ ηe

imη2
2}ε dη = 0

3
∫∞
−∞ η2e

imη2
2}ε dη = i}ε

m

Para que em ordem 0 de ε os resultados sejam concordantes, verificamos que:

1
A

∫ ∞
−∞

e
imη2
2}ε Ψ(x , t)dη = Ψ(x , t)→ A =

√
2π}εi

m

Chegamos portanto à seguinte relação:

Ψ(x , t) + ε
∂Ψ

∂t
≈
(

1−
iε
}

)(
Ψ(x , t) +

i}ε
2m

∂2Ψ

∂x2

)
Ignorando termos de O(ε2), chegamos por fim à equação de Schrodinger:

∂Ψ
∂t = − i

}

(
− }2

2m
∂2Ψ
∂x2 + V (x , t)Ψ

)
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Generalização

N-Dimensional
Pressupostos

1D: K(b,a)= 1
A

∫ b
a e

i
} S[b,a]Dx(t)

~r := vector de posição no espaço N-Dimensional.
Divisão do tempo em fatias de tamanho ε : ti → ~ri = (r1i , ..., rNi )

Assim, obtém-se facilmente a nova forma do propagador:

K(b, a) =
1

A′

∫ b

a
e

i
} S[b,a]

N∏
i=1

Dri (t)

Exemplo: 3-D, Lagrangiano Quadrático:

K(b, a) = 1
A3

1D

∫ b
a e

i
}

∫ tb
ta

m
2 ΣN

k=1 k̇2 ∏3
i=1

∏N−1
j=1 drij

M-part́ıculas
Logicamente, esperamos que o propagador corresponda à soma sobre todos os caminhos tais que,
para cada part́ıcula k de posição ~rk , rki → rkf em ti → tf . Temos assim:

K(b, a) =
1

A′

∫ b

a
e

i
} S[b,a]

M∏
i=1

Dri (t)
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Exemplo I: Part́ıcula Livre

Ponto de Partida
1 L = m

2 ẋ2

2 K(b, a) = 1
A limε→0

∫ ∏N−1
j=1 dxj e

iε
}

∫ tb
ta
L(x,ẋ,t)

, A =
(

2πε}
m

) N
2

1o Passo: Calcular a acção.

S[a,b] =

∫ tb

ta

m
2

ẋ2dt ≈ ε
N−1∑
k=0

m
2

( xk+1 − xk
ε

)2
→ S[a,b] =

m
2ε

N−1∑
k=0

(xk+1 − xk )2

2o Passo: Cálculo do Propagador.∫ N−1∏
j=1

dxj e
iε
}

∫ tb
ta
L(x,ẋ,t)

=

∫
dx2dx3...dxN−1e

im
2ε}

∑N−1
k=2

(xk+1−xk )2
∫ ∞
−∞

dx1e
im

2ε} ((x1−x0)2+(x2−x1)2)

Os integrais foram separados para permitir o seu cálculo sucessivo. Felizmente, existe uma
fórmula de recorrência!
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Exemplo I: Part́ıcula Livre

Cálculos Auxiliares∫ ∞
−∞

dx1e
im

2ε} ((x1−x0)2+(x2−x1)2) = e
im

2ε}

∫ ∞
−∞

dx1e
im
ε} (x2

1−x1(x0+x2))

Para proceder, completamos o quadrado por forma a obter um integral gaussiano. Fazendo isto
obtemos:

e
im

2ε}

∫ ∞
−∞

dx1e
im
ε} (x2

1−x1(x0+x2) = e
im

2ε2} (x2−x0)2
∫ ∞
−∞

dx1e
im
ε} (x1−

x0+x2
2 )2

Fazemos a mudança de variável y=x1 − x0+x2
2 ,dy=dx1, obtendo assim:

e
im

2ε2} (x2−x0)2
∫ ∞
−∞

dx1e
im
ε} (x1−

x0+x2
2 )2

= e
im

2ε2} (x2−x0)2
∫ ∞
−∞

e
im
ε} y2

dy

Este integral é facilmente resolúvel. Resolvendo-o e substituindo-o no integral inicial ficamos com:√
iπε}

m

∫
dx2dx3...dxN−1e

im
2ε}

∑N−1
k=2

(xk+1−xk )2
e

im
4ε} (x2−x0)2
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Exemplo I: Part́ıcula Livre

Cálculos Auxiliares II
O procedimento agora seria calcular os restantes termos e determinar o integral. Felizmente,
existe uma relação de recorrência que pode ser usada para o cálculo dos integrais. De facto:∫

dxne
im

2ε} [ 1
n (xn−x0)2+(xn+1−xn)2] =

∫
dxne

im
2ε} [ n+1

n (xn−
x0

n+1−
nxn+1

n+1 )2+ 1
n+1 (xn+1−x0)2]

Resolvendo o integral acima obtemos:∫
dxne

im
2ε} [ n+1

n (xn−
x0

n+1−
nxn+1

n+1 )2+ 1
n+1 (xn+1−x0)2] =

√
2πiε}

m

√ n
n + 1

e
im

2ε}
1

n+1 (xn+1−x0)2

Utilizando a expressão acima podemos obter facilmente o valor do propagador:

K(b, a) = lim
ε→0

1
A

√
1
2

2
3
...

N − 1
N

e
im

2}Nε
(xb−xa)2

= lim
ε→0

1
A
√

N
e

im
2}Nε

(xb−xa)2

Usamos agora Nε = ∆t e obtemos por fim:

K(b, a) =

√ m
2πi}∆t

e
im
2}

∆x2
∆t → Pa→b = |K(b, a)|2 =

m
2πi}∆t
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