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Introducao

(i) A Fisica Moderna é erguida com base em principios de simetria, requerendo

que as equacdes sejam invariantes sob certas transformacoes.

(if) As transformacdes de simetria satisfazem os axiomas matematicos de um
grupo.
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Grupo (G=({g,, 9,, 95, .-}, ®)) :

L. g, & 9p=9.: 95,9y 9. € G (lei de composicao interna)

1l g, g,8¢g, = (ga X gb) ®g.=9,® (gb® gc) (associatividade)
1. 3 19 e G: Ig 39 Jd.=9, 39 lg =d, (existéncia de elemento neutro)
v, 3 g, € G: g’ X J9.=9, X g, = 1, (existéncia de inverso)

Grupo Abeliano (comutativo) :

V. (g, 9 d, =9, (39 g, (comutatividade)
Exemplos: SO(2) (comutativo)
SO (3) (ndo-comutativo)
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Sub-grupo

Sub-grupo (H<G) :
i. H=({h,h,h, ..}, ®)

ii. {h,h,h,.}c{g9,9,9; ..}

Sub-grupo normal (H< G ):

111. g, hi g'eH g.,9," € G (condicdo de teste normal)

Exemplos: (translacGes + rotacdes)(3-D) — grupo
(translacoes)(3-D) —  sub-grupo
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[somorfismos

Isomorfismo (G = G') :
a,b,ceGaed

L. p(a)=a (correspondéncia entre elementos)
ii. p(a) ® p(b)=p(c) (preservacdo das relagées)
Homomorfismo :

ii. GG N G&G
Representacao de um Grupo G:

Homomorfismo de G num grupo
de transformacoes lineares de
um espaco vectorial V.
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Sistemas Quanticos e Simetrias

Sistema Quantico (S): Particulas, campos, observaveis, e relacbes entre estes,
definidos pelas equagbes de movimento e regras da mecanica quantica. Existe uma
bijeccdo entre cada estado fisico s e raio (de estados) i que o define:

1’[’)\ ={w|Y): w€eECA |lw|=1} } Definicdo de Raio
l/j ) é’; — |<l/)|¢>| } Produto Interno
”lfb\” Y, (1/)|l/)> } Norma

Grupo de Simetria (G, G): Um sistema quantico S possui um grupo de simetria G (um
raio possui um grupo de simetria G) se existir um grupo de transformacdes que deixa
as equacdes de movimento e regras da MQ invariantes.

G e G sdo grupos isomorfos.
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Grupo de Simetrias

Definicao:

G é um grupo de simetria do sistema quantico S se a
representacdo G de G deixar o produto interno de quaisquer
raios de S invariante:

G: g€EG transforma s—=s' =g(s)

(¥)

G:9€EG transforma ) — )’

I
Ko}

tal que — . V=19 ¢

\ J
|

i) Conservacdo da Probabilidade P, = [{¢,|¥())|? = [{¢,,'|¥P'(t))]?
ii) Invariancia do Hamiltoniano H = H'
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Teorema de Wigner

Para uma dada transformacéao de raio g, existem varias transformacoes
de vectores T compativeis. Qual escolher?

Tl Tl ,
% @44’@\
; T > T’
P P’ o &

Teorema de Wigner:

Para todo o grupo de simetria G de um dado sistema fisico existe:
() Um grupo G de transformacoes de raio g;

(b) Um grupo U, de operadores unitarios (anti-unitarios) U;

(c) Um conjunto de operadores unitarios (anti-unitarios) U € U;

tal que G, G e U, sdo isomorfos.
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Teorema de Wigner

Transf do d UG Ul
ransrormacao de Transformacdo unitaria TransformacGes unitaria
estados fisicos s

(a-unitaria) de raios (a-unitaria) de vectores w|y).

—
1

<--

g1 =
%
g3 <

N

Se escolhermos um representativo U (arbitrario) de cada U;, estas transformacdes
de vectores formam uma representacéo (linear) do grupo de simetria G (a
menos de uma fase). Focamos no caso de matrizes n x n daqui adiante.
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Grupos de Simetria Continuos

Grupo Continuo: Elementos do grupo de simetria dependem continuamente
de r parametros reais, onde r € a dimenséo do grupo.

g(aq,ay,...a,) } Elemento geral de um grupo continuo
g(0,0, e O) =1 } Unidade (matriz identidade no caso de espacos lineares)

Se 0 grupo continuo for decomponivel, entdo apenas uma das pecas esta
continuamente ligada a identidade — forma um grupo normal. Ex: SO(3).

Grupo Ortogonal Grupo Ortogonal Especial N&o é um grupo

(RotacgOes proprias + improprias) (Rotacdes proprias, (Rotacdes impraprias,
matrizes det = 1) matrizes det = -1)

Decomposicéo

g oty
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Grupos de Simetria Continuos

Definicao:

Um elemento de um grupo g(aq, a,, ... a,.) diz-se continuamente ligado a unidade
se for possivel introduzir um conjunto de funcdes continuas a;(4) tal que:

ai(O) =0
a;(1) = q;

E um caminho que vai desde

} g1),0=21<1 g(0,0,...,0) = 1 até g(aq,ay, ...a,)

Exemplo anterior:
sub-grupo normal SO(3)
do grupo O(3)

g(l) — g(alr as, ... ar)
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Grupos e Algebras de Lie

Consideramos agora:

(a) Um grupo continuamente ligado a unidade numa vizinhanca N da mesma;
(b) As funcdes g(1) sdo diferenciaveis (pelo menos duas vezes);

A derivada de g(1) em A = 0 para um certo caminho € escrita como:

r

o Z a;g; = g(a)

l

r
. d dg da;
9=g78W ‘/‘L:O N Z 5q, (V00
l

Os vérios g que formam um espaco vectorial G
em conjunto com a operagdo comutacao:

[g,h] = gh — hg
|

Algebra de Lie (anel infinitesimal)
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Algebras de Lie

Axiomas (L,[.,.]):

x,V,z€ L;aeC

. [x+x,yl=[x,yl+[x,,yleG (distributividade)
il [OLX,)/]=[X,OL)/]=OL[X,)/] (homogeneidade)
111. [ X,y ] = - [ V,X ] (anti-comutatividade)

Iv. [X ,[y, Z ]] + [y ,[ Z, X]] + [Z ,[X, y ]] = O (identidade de Jacobi)

L = espaco vectorial

| ., . ] = operagio bilinear
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Grupos e Algebras de Lie

Fixando uma direccdo @ = an, podemos escrever os elementos g na forma:

glay, ay,...a,) = gla) = g<m,g) _ [g <g>]

m m

Expandindo o termo entre paréntesis:

Em primeira ordem, o termo entre paréntesis fica (quando m — o):

r
(@) = exp[d(@)] = ex 2 a.6.| L ©rupo de Lie (localmente) isomorfo a G;
g — CXPLY B . i9i g; sao chamados os geradores do grupo.
l
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Teorema de Noether

(@) Se G € 0 nosso grupo de simetrias, entdo pelo menos uma peca esta
continuamente ligada a identidade.

(b) Pelo Teorema de Wigner, existe uma representacao unitaria (ou anti-
unitaria) U de cada transformacgéo g € G.

(c) Podemos definir a algebra de Lie e os correspondentes geradores.

[ r ] [ r

U(d) = exp 2 a;U; | = exp iz: 0 A. Onde Aj = —in sdo 0s geradores.
T 7"J1 Como H é invariante (para a = 0):

| T ] T
| 0s geradores A;  séo
(1+iad))H(1 —iad)) =H=[H,A]=0  invariantes sob simetria
(observaveis conservados).
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Teorema de Noether

Os geradores Aj ndo comutam todos entre si (necessariamente). Obedecem a relacao:

r
[4;,4;] = Z clA4F C}. sdo as constantes de estrutura, e sdo determinadas
VLT LT | pelo grupo de simetrias que considerarmos. Exemplo:

_ No caso de J como gerador de rotacOes 3D, temos 3
Ui Ji] = eijicJx - . )
J geradores que ndo comutam entre si.

Teorema de Noether:

Para todo o grupo de simetria continuo (continuamente ligado a identidade)
existe uma correspondente lei da conservacio, i.e. os geradores A4, ... A, do
grupo de simetria s@o observaveis conservados cujas relacdes de comutacao sao
unicamente determinadas pela estrutura do grupo.
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Relacdo entre Simetrias e Espaco de Hilbert

Ao conjunto de geradores A4,, ... A, podem ser adicionados operadores hermiticos
de simetrias discretas (ex: paridade) B4, ... B, que tambem sdo conservados, e
funcbes dos mesmos:

: S ; Ex: Operador J% é um operador hermitico que é
{F(Ay, ... Ay, By, ... By} } funcao de /. /1 e Ja.

Escolhemos todos os operadores que comutam entre si e uma base comum no
espaco de Hilbert que ¢ definida por observaveis conservados.

{| " )} Ex: Atomo de H - 3 nimeros quanticos, reflectindo a
mq,Ma,..Mn invariancia (simetria) da energia e do momento angular.

O Espaco de Hilbert da MO ndo é mais do que o espaco de representacao de simetrias.
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Sub-grupo normal

Demonstragdo:
9n» 9o’ € G hy, hite H
1.
ZEgnH = Z=9nh1 N Zgn_lzgn h1gn_1
HIG < g,hg'=h, = zg'=h, <
< z=h,g, = z€Hg,
(Todo o elemento de g,H encontra-se tambémem H g,,)
2.
weHg, < w=hg, & g'w=g,"hyg, &
< gy'w=(g, hygn™)"
HAG & g,hg =h, - 3heH:h=h"
= g,'w=h")"< g,9,'w=g,h, &
< w=gh, = wegH

(Todo o elemento de H g,, encontra-se também em g,,H)

. Hg,=g,H
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Sub-grupo normal

Demonstragdo (continuagdo):

9nr 9t € G hy, hi'e H

3.
gnH=H9n<:> gnhie Hgn —
= 3Jh,eH:g,h;=h.g,

. gnhign_1=h6gngn_1=h6 —
— gnhign-le H

HLG
* Sub-grupo Abeliano:

4.
9n hi gn_l= higngn_l = hi

g, h;g7eH > HG

(Todos os sub-grupos de um grupo Abeliano s@o normais)
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