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Introdução

HonQM 2015/2016 – Symmetries in Quantum Mechanics

(i) A Física Moderna é erguida com base em princípios de simetria, requerendo 

que as equações sejam invariantes sob certas transformações.

(ii) As transformações de simetria satisfazem os axiomas matemáticos de um 

grupo.
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Grupo

HonQM 2015/2016 – Symmetries in Quantum Mechanics

Grupo (G  ({g1, g2, g3, …} )):

i. ga gb = gc :  ga, gb, gc  G (lei de composição interna)

ii. gagbgc = (gagb) gc = ga (gb gc) (associatividade)

iii. $ 1g  G : 1g ga = ga 1g = ga (existência de elemento neutro)

iv. $ ga
-1 G : ga

-1 ga = ga ga
-1 = 1g (existência de inverso)

Grupo Abeliano (comutativo) :

v. ga gb = gb ga (comutatividade)

Exemplos: SO(2) (comutativo)

SO(3) (não-comutativo)
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Sub-grupo
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Sub-grupo (H  G):

i. H  ({h1, h2, h3, …} )

ii. {h1, h2, h2, …} {g1, g2, g3, …}

Sub-grupo normal (H v G ):

iii. gn hi gn
-1  H gn , gn

-1  G (condição de teste normal)

Exemplos: (translações + rotações)(3-D)  grupo
(translações)(3-D)  sub-grupo
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Isomorfismos
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Isomorfismo (G  = G′):

a, b, c  G; a’  G′
i. 𝜌 𝑎 = a’ (correspondência entre elementos)

ii. 𝜌 𝑎 𝜌 𝑏 = 𝜌 𝑐 (preservação das relações)

Homomorfismo :

iii. G  ⇒ G′  G  ⇍ G′

Representação de um Grupo 𝐺:

Homomorfismo de G num grupo 
de transformações lineares de 
um espaço vectorial 𝑉.

a    b
=
c a'    b’

=
c’

G

G’

𝜌
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Sistemas Quânticos e Simetrias
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Sistema Quântico (𝑆): Partículas, campos, observáveis, e relações entre estes,

definidos pelas equações de movimento e regras da mecânica quântica. Existe uma

bijecção entre cada estado físico 𝑠 e raio (de estados)  𝜓 que o define:

 𝜓 = 𝜔  |𝜓 ∶ 𝜔 ∈ ℂ ∧ 𝜔 = 1

 𝜓 ⋅  𝜙 =  | 𝜓|𝜙 |

 𝜓 =   𝜓|𝜓

Definição de Raio

Produto Interno

Norma

𝐺 e  𝐺 são grupos isomorfos.

Grupo de Simetria (𝐺,  𝐺): Um sistema quântico 𝑆 possui um grupo de simetria 𝐺 (um

raio possui um grupo de simetria  𝐺) se existir um grupo de transformações que deixa

as equações de movimento e regras da MQ invariantes.
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Grupo de Simetrias
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Definição:

𝐺 é um grupo de simetria do sistema quântico 𝑆 se a

representação  𝐺 de 𝐺 deixar o produto interno de quaisquer

raios de 𝑆 invariante:

𝑠 → 𝑠′ = 𝑔(𝑠)

 𝜓 →  𝜓′ =  𝑔  𝜓 𝐺:  𝑔 ∈  𝐺 transforma

𝐺: 𝑔 ∈ 𝐺 transforma

tal que  𝜓 ⋅  𝜙 =  𝜓′ ⋅  𝜙′

i) Conservação da Probabilidade

ii) Invariância do Hamiltoniano

𝑃𝑛 = 𝜙𝑛 Ψ 𝑡 2 = 𝜙𝑛′ Ψ′ 𝑡 2

𝐻 = 𝐻′
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Teorema de Wigner
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Para uma dada transformação de raio  𝑔, existem várias transformações 

de vectores 𝑇 compatíveis. Qual escolher?

𝑇1

𝑇2

𝑇1′

𝑇2′

Teorema de Wigner:

Para todo o grupo de simetria 𝐺 de um dado sistema físico existe:

(a) Um grupo  𝐺 de transformações de raio  𝑔;

(b) Um grupo  𝑈𝐺 de operadores unitários (anti-unitários)  𝑈;
(c) Um conjunto de operadores unitários (anti-unitários) 𝑈 ∈  𝑈;

tal que 𝐺,  𝐺 e  𝑈𝐺 são isomorfos.



9

Teorema de Wigner
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Se escolhermos um representativo 𝑈 (arbitrário) de cada  𝑈𝑖, estas transformações

de vectores formam uma representação (linear) do grupo de simetria 𝑮 (a

menos de uma fase). Focamos no caso de matrizes n x n daqui adiante.

𝑔1

𝑔2

𝑔3

 𝑈1

 𝑈2
 𝑈3

 𝑈𝐺
Transformação unitária 

(a-unitária) de raios  𝜓

𝑈1,1

𝑈1,2

 𝑈1
Transformações unitária 

(a-unitária) de vectores 𝜔  |𝜓 .

isomorfos

𝐺
Transformação de 

estados físicos 𝑠
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Grupos de Simetria Contínuos
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Grupo Contínuo: Elementos do grupo de simetria dependem continuamente

de 𝑟 parâmetros reais, onde 𝑟 é a dimensão do grupo.

𝑔(𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑟) Elemento geral de um grupo contínuo

𝑔 0,0,… , 0 = 𝟏 Unidade (matriz identidade no caso de espaços lineares)

Se o grupo contínuo for decomponível, então apenas uma das peças está

continuamente ligada à identidade – forma um grupo normal. Ex: 𝑆𝑂 3 .

𝑂(3)
Decomposição

Grupo Ortogonal

(Rotações próprias + impróprias)

𝑆𝑂(3)

Grupo Ortogonal Especial

(Rotações próprias, 

matrizes det = 1)

Não é um grupo

(Rotações impróprias, 

matrizes det = -1)
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Grupos de Simetria Contínuos
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Definição:

Um elemento de um grupo 𝑔 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑟 diz-se continuamente ligado à unidade 

se for possível introduzir um conjunto de funções contínuas 𝑎𝑖 𝜆 tal que:

𝑎𝑖 0 = 0

𝑎𝑖 1 = 𝑎𝑖

𝑔 𝜆 , 0 ≤ 𝜆 ≤ 1
É um caminho que vai desde

𝑔 0,0, … , 0 = 𝟏 até 𝑔 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑟

𝑔 0 = 𝟏

𝑔 1 = 𝑔 𝑎1, 𝑎2, … 𝑎𝑟

𝑔 𝜆

𝐺

Exemplo anterior: 

sub-grupo normal SO(3) 

do grupo O(3)



Os vários  𝑔 que formam um espaço vectorial  𝐺
em conjunto com a operação comutação:

 𝑔,  ℎ =  𝑔  ℎ −  ℎ  𝑔
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Grupos e Álgebras de Lie
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Consideramos agora:

(a) Um grupo continuamente ligado à unidade numa vizinhança 𝑁 da mesma;

(b) As funções 𝑔 𝜆 são diferenciáveis (pelo menos duas vezes);

A derivada de 𝑔 𝜆 em 𝜆 = 0 para um certo caminho é escrita como:

𝐺

𝑁

 𝑔

 𝑔 =
𝑑

𝑑𝜆
g 𝜆  

𝜆=0
=  

𝑖

𝑟
𝜕𝑔

𝜕𝑎𝑖
(0,0, … , 0) ∙

𝑑𝑎𝑖

𝑑𝜆
 
𝜆=0

=  

𝑖

𝑟

𝛼𝑖  𝑔𝑖 =  𝑔  𝛼

Álgebra de Lie (anel infinitesimal)
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Álgebras de Lie
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Axiomas (L [..]):

x, y, z  L; a  ℂ

i. [ x1 + x2 y ] = [ x1 y ] + [ x2 y ] G (distributividade)

ii. [ a x y ] = [ x a y ] = a[ xy ] (homogeneidade)

iii. [ xy ] = - [ y x ] (anti-comutatividade)

iv. [ x [ yz ]] + [ y [ zx ]] + [ z [ xy ]] = 0 (identidade de Jacobi)

L espaço vectorial

[..] operação bilinear
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Grupos e Álgebras de Lie
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Fixando uma direcção  𝛼 = 𝛼𝑛, podemos escrever os elementos 𝑔 na forma:

𝑔 𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑟 = 𝑔  𝛼 = 𝑔 𝑚 ∙
 𝛼

𝑚
= 𝑔

 𝛼

𝑚

m

Expandindo o termo entre parêntesis:

𝑔
 𝛼

𝑚
= 𝑔

𝛼

𝑚
⋅ 𝑛 = 𝑔 0 +

𝛼

𝑚
⋅

𝑑

𝑑(  𝛼 𝑚)
𝑔

𝛼

𝑚
⋅ 𝑛  𝛼

𝑚=0
+ ⋯ =

= 𝟏 +
𝛼

𝑚
⋅  𝑔 𝑛 + ⋯

Em primeira ordem, o termo entre parêntesis fica (quando 𝑚 → ∞):

𝑔  𝛼 = exp  𝑔  𝛼 = exp  

𝑖

𝑟

𝛼𝑖  𝑔𝑖
Grupo de Lie (localmente) isomorfo a 𝐺;

 𝑔𝑖 são chamados os geradores do grupo.



15

Teorema de Noether
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(a) Se 𝐺 é o nosso grupo de simetrias, então pelo menos uma peça está

continuamente ligada à identidade.

(b) Pelo Teorema de Wigner, existe uma representação unitária (ou anti-

unitária) 𝑈 de cada transformação 𝑔 ∈ 𝐺.

(c) Podemos definir a álgebra de Lie e os correspondentes geradores.

𝑈  𝛼 = exp  

𝑗

𝑟

𝛼𝑗
 𝑈𝑗 = exp 𝑖  

𝑗

𝑟

𝛼𝑗
 𝐴𝑗

Onde  𝐴𝑗 = −𝑖  𝑈𝑗 são os geradores.

Como 𝐻 é invariante (para 𝛼 → 0):

1 + 𝑖𝛼  𝐴𝑗 𝐻 1 − 𝑖𝛼  𝐴𝑗 = 𝐻 ⇒ 𝐻,  𝐴𝑗 = 0

Os geradores  𝐴𝑗 são

invariantes sob simetria

(observáveis conservados).
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Teorema de Noether
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Teorema de Noether:

Para todo o grupo de simetria contínuo (continuamente ligado à identidade)

existe uma correspondente lei da conservação, i.e. os geradores  𝐴1, ...  𝐴𝑘 do

grupo de simetria são observáveis conservados cujas relações de comutação são

unicamente determinadas pela estrutura do grupo.

Os geradores  𝐴𝑗 não comutam todos entre si (necessáriamente). Obedecem à relação:

 𝐴𝑖 ,  𝐴𝑗 =  

𝑙=1

𝑟

𝐶𝑖𝑘
𝑙  𝐴𝑘

𝐶𝑖𝑘
𝑙 são as constantes de estrutura, e são determinadas

pelo grupo de simetrias que considerarmos. Exemplo:

𝐽𝑖 , 𝐽𝑗 = 𝜀𝑖𝑗𝑘 𝐽𝑘
No caso de  𝐽 como gerador de rotações 3D, temos 3

geradores que não comutam entre si.
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Relação entre Simetrias e Espaço de Hilbert
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Ao conjunto de geradores  𝐴1, ...  𝐴𝑘 podem ser adicionados operadores hermíticos

de simetrias discretas (ex: paridade)  𝐵1, ...  𝐵𝑘 que também são conservados, e

funções dos mesmos:

𝐹(  𝐴1, ...  𝐴𝑘,  𝐵1, ...  𝐵𝑘
Ex: Operador 𝐽2 é um operador hermítico que é

função de 𝐽1, 𝐽2 e 𝐽3.

Escolhemos todos os operadores que comutam entre si e uma base comum no

espaço de Hilbert que é definida por observáveis conservados.

|  𝜓𝑚1,𝑚2,…𝑚𝑛

Ex: Átomo de H - 3 números quânticos, reflectindo a

invariância (simetria) da energia e do momento angular.

O Espaço de Hilbert da MQ não é mais do que o espaço de representação de simetrias.

Escolhemos todos os operadores que comutam entre si e uma base comum no

espaço de Hilbert que é definida por observáveis conservados.



Fim
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Sub-grupo normal
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Demonstração: 
gn , gn

-1  G ; hi , hi
-1  H

1.
z  gn H  z = gn h1  z gn

-1 = gn h1 gn
-1 

H v G  gn h1 gn
-1 = h2  z gn

-1 = h2 

 z = h2 gn  z  H gn
(Todo o elemento de gnH encontra-se também em H gn)

2.
w  H gn  w = h3 gn  gn

-1 w = gn
-1 h3 gn 

 gn
-1 w = gn h3 gn−1 -1 

H v G  gn h3 gn
-1 = h4  $h5 H :h4 = h5

-1

 gn
-1 w = h5

−1 -1  gn gn
-1 w = gnh5 

 w = gnh5  w gnH
(Todo o elemento de H gn encontra-se também em gnH)

\ H gn = gn H
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Sub-grupo normal 

HonQM 2015/2016 – Symmetries in Quantum Mechanics

Demonstração (continuação): 
gn , gn

-1  G ; hi , hi
-1  H

3.
gn H = H gn gn hi H gn 

 $h6  H :gn hi = h6 gn

\ gn hi gn
-1 = h6 gn gn

-1 = h6 

 gn hi gn
-1  H

\ H v G

* Sub-grupo Abeliano:
4.

gn hi gn
-1 = hi gn gn

-1 = hi

\ gn hi gn
-1 H  H v G

(Todos os sub-grupos de um grupo Abeliano são normais)


