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BIPARTITE QUANTUM SYSTEM

Considere-se o espaço de HilbertH = HA⊗HB e o estado entan-
gled

|ψ〉 = a|0〉 ⊗ |0〉+ b|1〉 ⊗ |1〉 = a|00〉+ b|11〉

Imaginemos que queremos apenas estudar o sistema A, então

〈MA〉 = 〈ψ|MA ⊗ IB|ψ〉
= |a|2〈0|MA|0〉+ |b|2〈1|MA|1〉

Assim poderiamos descrever o sistema A, isoladamente, como
um ensemble de estados |0〉 e |1〉 com probabilidades |a|2 e |b|2,
respectivamente!
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O TRAÇO DE UM OPERADOR

Podemos escrever o resultado anterior na seguinte forma

〈MA〉 = tr (MAρA)

com
ρA = |a|2|0〉〈0|+ |b|2|1〉〈1|

Note-se que o traço de um operador é independente da base.
Numa dada base {|i〉}, temos

tr(B) =
∑

i

〈i|B|i〉
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SOBREPOSIÇÃO 6= ENSEMBLE

É importante notar que uma sobreposição quântica de estados é
fundamentalmente diferente de um ensemble. Considere-se um
sistema de spin 1/2 no estado

| ↑x〉 =
1√
2
(| ↑z〉+ | ↓z〉)

e o ensemble dado pelo operador densidade

ρ =
1
2
(| ↑z〉〈↑z |+ | ↓z〉〈↓z |) =

1
2
I

Medindo σx (projectando em | ↑x〉〈↑x |) no primeiro caso, é óbvio
que se obtém | ↑x〉 com probabilidade 1, no segundo caso

〈σx〉 = tr(| ↑x〉〈↑x |ρ) = 〈↑x |
1
2
I| ↑x〉 =

1
2



SOBREPOSIÇÃO VS ENSEMBLE OPERADOR DENSIDADE ENTROPIA DE ENTANGLEMENT SURPRESA

PROPRIEDADES DO OPERADOR DENSIDADE

Em geral, para um dado ensemble, podemos escrever o opera-
dor densidade

ρ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi|

Teremos que ter em conta as seguintes propriedades
I tr(ρ) = 1 , como consequência da unitaridade do ensemble.
I ρ = ρ† , o que significa que se pode diagonalizar.
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ENSEMBLES PUROS VS ENSEMBLES MISTOS

Na realidade, podemos reformular a Mecânica Quântica através
deste formalismo. Os estados |ψ〉 com que normalmente lida-
mos podem representar-se por um ensemble puro, cujo operador
densidade tem a forma

ρ = |ψ〉〈ψ|

Sempre que um estado não se pode representar desta forma,
chamamos ensemble misto.
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REPRESENTAÇÃO: ESTADOS PUROS VS ESTADOS

MISTOS

Como o operador densidade pode ser diagonalizado, consegui-
mos ter uma representação matricial simples e intuitiva para es-
tados mistos e puros:
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ENTROPIA DE VON NEUMANN

Uma vez que temos um ensemble, é natural que consigamos
definir uma entropia, a entropia de Von Neumann. Para um
dado operador densidade ρ

S = −(tr(ρ log ρ))

Se considerarmos a diagonalização do operador densidade, a
entropia reduz-se a

S = −
∑

i

ρii log ρii

A entropia de Von Neumann é apenas uma generalização da
entropia de Gibbs.
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EXEMPLOS: PURO VS MISTO

É fácil verificar que para o caso do estado puro

Spuro = − log 1 = 0

Mas no caso em que há maior mistura

Smisto = −
1
N

∑
i

log
1
N

= log N

Não esperávamos outra coisa. Na verdade

SVonNeumann ≤ log N

A entropia de Von Neumann está a medir a mistura que existe
no ensemble.
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MISTURA = ENTANGLEMENT

E o que é que isto tudo tem a ver com entanglement? Voltemos
a olhar para o framework com o qual começámos

|ψ〉 = a|00〉+ b|11〉

ρA = |a|2|0〉〈0|+ |b|2|1〉〈1|

Heuristicamente, nos limites a → 0, b → 1 e a → 1, b → 0 dei-
xamos de ter entanglement. É também claro que ρA se aproxima
de um ensemble puro. O estado de mistura máxima é então

ρA =
1
2
(|0〉〈0|+ |1〉〈1|)→ |ψ〉 = 1√

2
(|00〉+ |11〉)

Os estados de Bell são os estados de entanglement máximo!
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ENTROPIA DE ENTANGLEMENT

Uma vez que a mistura do subsistema está relacionada com o
entanglement do sistema, definimos a entropia de entanglement
como a entropia de Von Neumann do subsistema:

SA = −tr(ρA log ρA)

Em geral, quando o sistema base está num estado puro |ψ〉 , a
entropia de entanglement satisfaz as seguintes propriedades:

I SA = SB

I SA = 0⇔ |ψ〉 não tem entanglement.
I SA > 0⇔ |ψ〉 tem entanglement.
I SA = log N ⇔ |ψ〉 tem entanglement máximo.
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EXEMPLO

Considere-se o caso em que

|ψ〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉)

Já verificámos que temos

ρA =
1
2
(|0〉〈0|+ |1〉〈1|)

Então temos a entropia máxima

SA = log 2

Roughly, eSA é o número de estados entangled.
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PONTOS IMPORTANTES

I Entanglement leva à decoherence de um dado subsistema,
fazendo-se uma transição entre regime clássico e quântico.

I Entanglement não é uma propriedade binária, pode ser
quantificado − no nosso caso simples com a entropia de
Von Neumann.

I Na verdade, a entropia de entanglement pode também ser
vista como uma medida da decoherence do sistema.
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PONTOS IMPORTANTES

I Entanglement leva à decoherence de um dado subsistema,
fazendo-se uma transição entre regime clássico e quântico.

I Entanglement não é uma propriedade binária, pode ser
quantificado − no nosso caso simples com a entropia de
Von Neumann.

I Na verdade, a entropia de entanglement pode também ser
vista como uma medida da decoherence do sistema.

I Maldacena e AdS/CFT são fixes!
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O REGRESSO AO DILETANTISMO I: JUAN

BOMDACENA E ADS/CFT



SOBREPOSIÇÃO VS ENSEMBLE OPERADOR DENSIDADE ENTROPIA DE ENTANGLEMENT SURPRESA

O REGRESSO AO DILETANTISMO II: ESPAÇO-TEMPO

E ENTANGLEMENT

SA =
Area(Ã)

4GN

Se diminuirmos o
entanglement entre as duas
regiões do CFT, as regiões do
espaço-tempo correspondentes
começam a desconectar-se!
Neste contexto, o espaço-tempo
não existiria sem entanglement.
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