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Resumo – Grupos de Simetria

HonQM 2015/2016 – Symmetries in Quantum Mechanics

𝐺 é um grupo de simetria do sistema quântico 𝑆.

{𝑈} é uma representação unitária do grupo de simetria 𝐺. 

Grupos 

continuamente 

ligados à identidadeÁlgebra de Lie de {𝑈}:

𝑈 𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑟 = exp 𝑖  𝑗
𝑟 𝛼𝑗  𝐴𝑗 ,  𝐴𝑗 geradores.

 𝐴𝑖 ,  𝐴𝑗 =  𝑙=1
𝑟 𝐶𝑖𝑘

𝑙  𝐴𝑘, relações de comutação.

Teorema 

de Wigner

Os geradores  𝐴1, ...  𝐴𝑘 do grupo de simetria são 

observáveis conservados.

Teorema 

de Noether



3

Grupo Especial Unitário SU(n)
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𝑆𝑈 𝑛 :  𝑈 𝛼1, 𝛼2, …𝛼𝑟 = exp 𝑖 

𝑗

𝛼𝑗  𝜎𝑗 , det U = 1

𝑆𝑈 𝑛 é um grupo de Lie contínuo com 𝑛2 − 1 geradores e 𝑇𝑟  𝜎 = 0.

Grupo 𝑆𝑈(2) tem 3 geradores, que são as matrizes de Pauli.

 𝜎1 =
0 1
1 0

 𝜎2 =
0 −𝑖
𝑖 0

 𝜎3 =
1 0
0 −1

Geradores

 𝑆𝑖 ,  𝑆𝑗 = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘  𝑆𝑘, onde  𝑆𝑖 =
1

2
 𝜎𝑖 Álgebra de Lie (relações de comutação)

A álgebra de 𝑆𝑈(2) e de 𝑆𝑂(3) é a mesma, logo momento angular orbital e

spin são descritos pelas mesmas relações – grupos (localmente) isomorfos.
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Grupo Especial Unitário SU(3)
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Grupo 𝑆𝑈(3) tem 8 geradores, que são as matrizes de Gell-Mann.

 𝑔1 =
0 1 0
1 0 0
0 0 0

 𝑔2 =
0 −𝑖 0
𝑖 0 0
0 0 0

 𝑔3 =
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 𝑔4 =
0 0 1
0 0 0
1 0 0

 𝑔5 =
0 0 −𝑖
0 0 0
𝑖 0 0

 𝑔6 =
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 𝑔7 =
0 0 0
0 0 −𝑖
0 𝑖 0

 𝑔8 =
1

3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

A Álgebra de Lie é determinada pelas relações de comutação.

 𝐹𝑖 ,  𝐹𝑗 = 𝑖𝑓𝑖𝑗𝑘  𝐹𝑘, onde  𝐹𝑖 =
1

2
 𝑔𝑖 e 𝑓𝑖𝑗𝑘 é um tensor antisimétrico com 𝑖, 𝑗, 𝑘 =

1,2, …8
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Definimos agora os seguintes operadores (representação esférica):

 𝑇3 = 𝐹3

 𝑌 =
2

3
𝐹8

 𝑇± = 𝐹1 ± 𝑖𝐹2

 𝑉± = 𝐹4 ± 𝑖𝐹5

 𝑈± = 𝐹6 ± 𝑖𝐹7

Operadores subida/descida

(do quê?)

Operadores Diagonais
 𝑇3,  𝑌 = 0, representam

observáveis.

Usando estes definições, obtemos as seguintes relações:

 𝑇+,  𝑇− = 2  𝑇3  𝑇3,  𝑇± = ± 𝑇±

 𝑈+,  𝑈− = 2 𝑈3  𝑈3,  𝑈± = ± 𝑈±

 𝑉+,  𝑉− = 2 𝑉3  𝑉3,  𝑉± = ± 𝑉±

Temos 3 sub-Álgebras de 𝑆𝑈(3)
que são isomorfas à álgebra do

momento angular.
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 𝑇3 =  𝐹3

 𝑌 =
2

3
 𝐹8

Operadores Diagonais
 𝑇3,  𝑌 = 0, representam 

observáveis.

Estados próprios de  𝑇3e  𝑌:

 |𝑇3, 𝑌

Os operadores de subida e

descida actuam nos estados:

 𝑈±  |𝑇3, 𝑌 =  |𝑇3 ∓  1 2 , 𝑌 ± 1

 𝑉±  |𝑇3, 𝑌 =  |𝑇3 ±  1 2 , 𝑌 ± 1

 𝑇±  |𝑇3, 𝑌 =  |𝑇3 ± 1, 𝑌  𝑇3/  𝑌  |𝑇3, 𝑌 =  𝑇3/𝑌|𝑇3, 𝑌

 𝑉3  |𝑇3, 𝑌 =
1

2

3

2
𝑌 − 𝑇3  |𝑇3, 𝑌

 𝑈3  |𝑇3, 𝑌 =
1

2

3

2
𝑌 + 𝑇3  |𝑇3, 𝑌

Os operadores  𝑈3,  𝑉3,  𝑇3 e  𝑌 actuam

nos estados:



𝑈3 = 0
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Tal como no momento angular, vão existir valores máximos para 𝑇3, 𝑈3 e

𝑉3, tal que 𝑇3
𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑇3 ≤ 𝑇3

𝑚𝑎𝑥. Isto dá origem a multipletos!

𝑉3 = 0

𝑇3 = 0

𝑌 =
2

3
𝑇3 𝑌 = −

2

3
𝑇3

 𝑉−
𝑝
𝜓𝑚𝑎𝑥

𝑌

120°

𝑇3

𝜓𝑚𝑎𝑥

× 𝑝

 𝑉−

× 𝑞 𝑇−
𝑞  𝑉−

𝑝
𝜓𝑚𝑎𝑥  𝑇−
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The Eightfold Way
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O octeto de bariões

Proposto em 1961 por Gell-Mann:

Organização sistemática do mesões e bariões obtidos 

empiricamente de acordo com a sua carga (Q) e strangeness (S).

Λ0

𝑆

Ξ0Ξ−

𝑝𝑛

Σ− Σ0 Σ+

𝐷30

1

−1

𝑄

quarks anti-quarks

Q S Q S

𝑢
2

3
0  𝑢 −

2

3
0

𝑑 −
1

3
0  𝑑

1

3
0

𝑠 −
1

3
−1  𝑠

1

3
1

𝑆 ≡ − 𝑛𝑠 − 𝑛  𝑠

𝑛 = 𝑑 + 𝑑 + 𝑢
𝑄 𝑛 = 0
𝑆 𝑛 = 0

i. (anti-)barião = 3 x (anti-)quarks

qqq => 10 combinações;

- 3 (uuu, ddd, sss) (Princípio de exclusão de Pauli)

2 x uds, (Λ0, Σ0)

Exemplo:



Octeto de mesões

ii. mesão = quark + anti-quark

𝑞 𝑞 => 9 combinações; 

⟶ octecto + singleto 𝜂′, (𝑠  𝑠)
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Octeto de anti-bariões

A cada octeto de bariões corresponde um octeto de 

anti-bariões.

Massa, spin, e isospin total é conservado, mas carga oposta. 

Λ0
1

𝑌

 𝑛 𝑝

Ξ−Ξ0

Σ+ Σ0 Σ−

𝐷03

1

−1

𝑌 𝑇3𝐷11

𝐾−

𝑇3𝜂

𝐾0

𝐾+𝐾0

𝜋− 𝜋0 𝜋+

Inclui as anti-partículas: 𝜋+ = 𝜋−, 𝜋0 = 𝜋0, 𝐾+ = 𝐾− , etc. 



Δ+
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𝑆

Δ−

Σ∗−

−3

Ξ∗−

Ω−

Σ∗0 Σ∗+

Ξ∗+

Δ0 Δ++

−2

−1

Decupleto de bariões:

Em 1962, Gell-Mann a incompletude do 

decupleto levou à previsão de um barião 

com carga=-1, e strangeness=-3.

O barião Ω− é descoberto experimentalmente em 1964.  



Δ+
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Δ−

Σ∗−

Ξ∗−

Σ∗0 Σ∗+

Ξ∗+

Δ0 Δ++

𝑇3−
1

2

1

2

𝑌

1

1

3

−
2

3

−1

Ressonâncias bariónicas 𝐽𝑃 =
3

2

+

Decupleto de bariões:

Em 1962, Gell-Mann a incompletude do 

decupleto levou à previsão de um barião 

com carga=-1, e strangeness=-3.

O barião Ω− é descoberto experimentalmente em 1964.  



12

Quarks
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𝑢𝑑

𝑠

𝑄

𝑆

0

−1

1964: Gell-Mann, Zweig ⟶ quarks (aces)

Partículas elementares em multipletos sobre simetria SU(3).



𝑇3
−
1

2

1

2

1−1

𝑌
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𝜓1

3

𝑇3−
1

2

1

2

1−1

𝑌

𝑖𝑠𝑜𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑈 − 𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑉 − 𝑠𝑝𝑖𝑛

1964: Gell-Mann, Zweig ⟶ quarks (aces)

Partículas elementares em multipletos sobre simetria SU(3).

 𝑄 =
1

2
 𝑌 +  𝑇3

Relação de Gell-Mann - Nishijima

 𝑄  |𝑇3𝑌 ≡ 𝑄  |𝑇3𝑌

singleto ⟶  𝑄  |00 = 0  |00

dubleto ⟶   𝑇, 𝑇3 =   
1

2
, ±

1

2

SU(2):

SU(3) :

⊃ isospin como uma sub-álgebra

⟹ dubletos T, U, V
 𝜓 2

 3

 𝜓 1

 𝜓 3

𝑈 − 𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑉 − 𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑖𝑠𝑜𝑠𝑝𝑖𝑛

𝜓2

𝜓3
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Quarks
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𝑢

3

𝑇3−
1

2

1

2

1−1

𝑌

1

1

3

−
2

3

𝑖𝑠𝑜𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑈 − 𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑉 − 𝑠𝑝𝑖𝑛
−1

𝑑

𝑠

𝑄

 𝑈3𝜓1 = 0

 𝑈3 =
1

4
3  𝑌 − 2 𝑇3

 𝑌𝜓1 =
1

3
4𝑈3 + 2𝑇3

1

3
𝜓1 =

1

3
𝜓1

𝑇3
−
1

2

1

2

1−1

𝑌

 𝑑

 3
1

−1

 𝑢

 𝑠 2

3

−
1

3

𝑈 − 𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑉 − 𝑠𝑝𝑖𝑛

𝑖𝑠𝑜𝑠𝑝𝑖𝑛

𝜓1

 𝜓 2
 𝜓 1

 𝜓 3

𝜓2

𝜓3

 𝑄𝜓1 =
2

3
𝜓1

 𝑄𝜓2 = −
1

3
𝜓2

 𝑄𝜓3 = −
1

3
𝜓3

Up-quark

D𝑜wn-quark

Strange-quark
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Podemos tratar a função de onda 𝜓(𝑟, 𝑡) como um campo no contexto da

Teoria Quântica de Campos e hipotetizar um Lagrangiano (ansatz)

considerando ℏ = 𝑐 = 1:

ℒ 𝜓, 𝛻𝜓,  𝜓 = 𝑖𝜓∗  𝜓 −
1

2𝑚
𝛻𝜓∗ ∙ 𝛻𝜓 − 𝑉 𝑟, 𝑡 𝜓𝜓∗

Usando as equações de Euler-Lagrange da teoria de campo:

Recuperamos a equação de Schrödinger na sua forma usual:

𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= −

𝛻2

2𝑚
+ 𝑉 𝑟, 𝑡 𝜓

Quais as simetrias internas (gauge)

do Lagrangiano da eq. de Schrödinger?

𝜕ℒ

𝜕𝜓
= 𝛻

𝜕ℒ

𝜕(𝛻𝜓)
+

𝜕

𝜕𝑡

𝜕ℒ

𝜕  𝜓

𝜕ℒ

𝜕𝑞
=

𝑑

𝑑𝑡

𝜕ℒ

𝜕  𝑞
Teoria de Campo
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Simetria de Gauge Global U(1)
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𝑈 𝛼 = 𝑒𝑖𝛼 , 𝛼 ∈ ℝ

Substituimos 𝜓 → 𝜓′ = 𝜓𝑒𝑖𝑞𝛼 no Lagraniano inicial, onde 𝑞 pode ser

interpretado como um gerador (constante):

ℒ = 𝑖𝜓∗𝑒−𝑖𝑞𝛼  𝜓𝑒𝑖𝑞𝛼 −
1

2𝑚
𝛻(𝜓∗𝑒−𝑖𝑞𝛼) ∙ 𝛻(𝜓𝑒𝑖𝑞𝛼) − 𝑉 𝑟, 𝑡 𝜓𝑒𝑖𝑞𝛼𝜓∗𝑒−𝑖𝑞𝛼

= 𝑖𝜓∗  𝜓 −
1

2𝑚
𝛻𝜓∗ ∙ 𝛻𝜓 − 𝑉 𝑟, 𝑡 𝜓𝜓∗

O Lagraniano é invariante sob uma transformação global 𝑈 1 .

Pelo Teorema de Noether, 𝒒 é uma quantidade conservada.

𝑈 1 - Grupo abeliano que inclui todos os 𝑧 ∈ ℂ, 𝑧 = 1.

O grupo é isomorfo a SO 2 - rotações 2D.
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𝑈 𝛼( 𝑟 ) = 𝑒𝑖𝛼(  𝑟), 𝛼 ∈ ℝ
𝑈 1 - a fase tem uma dependência das coordenadas.

Representa uma transformação de gauge local.

Substituimos 𝜓 → 𝜓′ = 𝜓𝑒𝑖𝑞𝛼(  𝑟) no Lagraniano inicial, e aparecem termos do tipo:

𝛻[𝜓∗  𝑟, 𝑡 𝑒−𝑖𝑞𝛼  𝑟 ] ∙ 𝛻[𝜓  𝑟, 𝑡 𝑒𝑖𝑞𝛼  𝑟 ]
O Lagrangiano não é invariante sob uma

transformação de gauge local 𝑈(1).

Modificamos a forma do Lagrangiano:

𝛻 → 𝛻 + 𝑖𝑞  𝐴( 𝑟), onde  𝐴  𝑟 →  𝐴′  𝑟 =  𝐴  𝑟 − 𝛻𝛼  𝑟 sob uma transf. de gauge.

ℒ = 𝑖𝜓∗  𝜓 −
1

2𝑚
𝛻 − 𝑖𝑞  𝐴  𝑟 𝜓∗ ∙ [𝛻 + 𝑖𝑞  𝐴  𝑟 ]𝜓 − 𝑉𝜓𝜓∗
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𝑈 𝛼( 𝑟 ) = 𝑒𝑖𝛼(  𝑟), 𝛼 ∈ ℝ
𝑈 1 - a fase tem uma dependência das coordenadas.

Representa uma transformação de gauge local.

Substituimos no Lagraniano modificado:

 𝐴  𝑟 →  𝐴′  𝑟 =  𝐴  𝑟 − 𝛻𝛼  𝑟 𝜓 → 𝜓′ = 𝜓𝑒𝑖𝑞𝛼(  𝑟)

ℒ = 𝑖𝜓∗  𝜓 −
1

2𝑚
−𝑖𝑞𝛻𝛼 + 𝛻 − 𝑖  𝐴 + 𝑖𝑞𝛻𝛼 𝜓∗𝑒−𝑖𝑞𝛼  𝑟 ∙ 𝑖𝑞𝛻𝛼 + … + … =

= 𝑖𝜓∗  𝜓 −
1

2𝑚
𝛻 − 𝑖𝑞  𝐴  𝑟 𝜓∗ ∙ [𝛻 + 𝑖𝑞  𝐴  𝑟 ]𝜓 − 𝑉𝜓𝜓∗

O Lagraniano é invariante sob uma transformação de gauge local 𝑈 1 .

Quais as consequências para a equação de Schrödinger (Hamiltoniano)?
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𝑈 𝛼( 𝑟 ) = 𝑒𝑖𝛼(  𝑟), 𝛼 ∈ ℝ
𝑈 1 - a fase tem uma dependência das coordenadas.

Representa uma transformação de gauge local.

Pelas equações de Euler-Lagrange, obtemos a seguinte equação:

𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= −

1

2𝑚
𝑖𝛻 − 𝑞  𝐴  𝑟

2
+ 𝑉 𝑟, 𝑡 𝜓( 𝑟, 𝑡)

A nova equação descreve uma partícula em interacção com um campo vectorial

clássico  𝐴  𝑟 , tal como no electromagnetismo. Em analogia, podemos interpretar

𝑞 como a carga eléctrica da partícula.

Ideia-chave: Ao impor simetrias de gauge locais ao Lagrangiano, surgem termos de 

interacção (campos), além de observáveis conservados associados à simetria.
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Simetrias no Modelo Padrão
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Ideia-chave: Ao impor simetrias de gauge locais ao Lagrangiano, surgem termos 

de interacção (campos), além de observáveis conservados associados à simetria.

Simetria de 

Gauge Local

Interacção descrita 

pelo Lagrangiano

Bosões de gauge 

(mediadores)

Quantidade 

Conservada

𝑈 1 Electromagnética Fotões Carga Eléctrica

𝑆𝑈(2) Interacção fraca* W+, W-, Z Isospin

𝑆𝑈(3) Interacção forte Gluões Cor

O Modelo Padrão é uma teoria invariante sob simetrias de gauge locais 

𝑺𝑼(𝟑) × 𝑺𝑼 𝟐 × 𝑼 𝟏 e simetrias globais do grupo de Poincaré.

*Mecanismo de Higgs necessário.



Fim


