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Equação de Gross-Pitaevskii



Scattering

Scatering entre duas partículas. Potencial independente do tempo:

Ψ( #»r1 , #»r2 , t) = ψ( #»r1 , #»r2)e−i
ETt
ℏ

Tem-se a eq. de Schrödinger independente do tempo:[
− ℏ2

2m1

#  »∇1
2 − ℏ2

2m2

#  »∇2
2 + V̂(r)

]
ψ( #»r1 , #»r2) = ETψ( #»r1 , #»r2) com r = | #»r1− #»r2 |

que, escrita para o centro de massa:[
− ℏ2

2µ
#»∇2 + V̂(r)

]
ψ( #»r ) = Eψ( #»r ) onde µ =

m1m2
m1 +m2

ou(
∇2 + k2

)
ψ(

#»r ) = 2µ
ℏ2
V(r)ψ( #»r ) onde k =

2µE
ℏ2
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Scattering

A solução pode ser escrita como a soma da solução geral e da
solução particular.

• Solução da eq. de Helmoltz: (∇2 + k20)ψhom(
#»r ) = 0

-> ψhom( #»r ) = eik0·
#»r

• A solução particular encontra-se utilizando a função de Green:
(∇2 + k2)G( #»r − #»r ′) = δ( #»r − #»r ′)

A solução é então dada pela eq. de Lippmann-Schwinger:

ψ( #»r ) = ψhom(
#»r ) + 2µ

ℏ2

∫
G( #»r − #»r ′)V( #»r ′)ψ( #»r ′)d #»r ′

onde G( #»r − #»r ′) = − 1
4π

eik| #»r − #»r ′|

| #»r − #»r ′|
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Série de Born

Obtém-se a equação integral:

ψ( #»r ) = ψhom(
#»r )− µ

2πℏ2

∫ eik|
#»r − #»r ′|

| #»r − #»r ′| V(
#»r ′)ψ( #»r ′)d #»r ′

E a série de Born é então definida iterativamente como:

ψ0(
#»r ) = ei

#»k 0· #»r

ψn(
#»r ) = ψ0(

#»r )− µ

2πℏ2

∫ eik|
#»r − #»r ′|

| #»r − #»r ′| V(
#»r ′)ψn−1( #»r ′)d #»r ′

Utilizaremos apenas a 1a aproximação de Born.
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Interacção efectiva entre partículas

Na verdade, vamos ter um potencial efectivo que tem apenas em
conta as interacções entre dois átomos muito próximos

r′ << r , logo:

k| #»r − #»r ′| ≈ kr− #»k · #»r ′ e 1
| #»r −

#»

r′ |
≈ 1

r

e obtém-se para a função de onda:

ψ( #»r ) = ei
#»k0· #»r +

eikr
r

f(θ, ϕ)

f(θ, ϕ) = µ

2πℏ2

∫
e−i

#»q · #»r ′
V( #»r ′)d #»r ′ onde #»q =

#»k0 −
#»k
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Interacção efectiva entre partículas

Para energias muito baixas basta considerar-se scattering da onda s.
f(θ) aproxima-se assim de uma constante −a.

ψ(
#»r ) = ei

#»k0· #»r +
eikr
r f(θ, ϕ) → ψ = 1− a

r

a é o comprimento de scattering.

aborn =
µ

2πℏ2

∫
V( #»r ′)d #»r ′

O potencial atrás referido escreve-se:

Ueff( #»r , #»r ′) = U0δ( #»r − #»r ′)∫
Ueff( #»r )d #»r =

4πℏ2a
m ≡ U0
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Função de onda

• Aproximação de Hartree - assumimos que a função de onda é o
produto simetrizado (bosões) das funções de onda das
partículas isoladas.

ψ(r1, r2, ..., rN) =
N∏
i=1

ϕ(ri) ,

∫
|ϕ(r)|2dr = 1

H =
N∑
i=1

[
p2i
2m + V(ri)] + U0

∑
i<j

δ(ri − rj) , V(ri)− pot. externo

E = N
∫
dr [

ℏ
2m |∇ϕ(r)|2 + V(r)|ϕ(r)|2 + N− 1

2 U0|ϕ(r)|4]

• N(N−1)
2 é o nº de formas de ter pares de bosões e

∫
U0|ϕ(r)|4 é a

interacção de 2 partículas no estado ϕ(r).
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Função de onda

• Na aproximação de Hartree, consideramos que todos os átomos
estão no estado com função de onda ϕ. No entanto, alguns
átomos vão estar em estados diferentes, há uma depleção do
condensado.

• No entanto, esta depleção é da ordem de 1%, ou menos, em
maior parte das experiências até agora efectuadas.
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Função de onda - Gás de Bose uniforme

• A função de onda de uma partícula no estado fundamental
(considerando que o gás é uniforme) é 1√

V e a energia de
interacção de um par de partículas é U0

V . Assim, temos a
seguinte energia das interacções:

E = N(N− 1)
2V U0

• A função de onda do condensado é

ψ( #»r ) =
√
Nϕ( #»r )

• A densidade de partículas é dada por n( #»r ) = |ψ( #»r )|2 e,
negligenciando os termos de ordem 1

N , temos:

E(ψ) =
∫
dr [

ℏ
2m |∇ψ( #»r )|2 + V( #»r )|ψ( #»r )|2 + 1

2U0|ψ(
#»r )|4]
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Eq. de Gross-Pitaevskii independente do tempo

• Queremos minimizar a energia, em ordem às variações de ψ( #»r ),
com N =

∫
dr|ψ( #»r )|.

• Utilizamos o método dos multiplicadores de Lagrange para
minimizar (E− µN) a µ fixo. Obtemos a equação de
Gross-Pitaevskii independente do tempo:

(− ℏ
2m∇2 + V( #»r ) + U0|ψ( #»r )|2)ψ( #»r ) = µψ( #»r )

• O valor próprio é o potencial químico e não a energia por
partícula.

• Para um gás de Bose uniforme µ = U0|ψ( #»r )|2 = U0n.
• Verificamos a relação termodinâmica µ = ∂E

∂N .
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Frozen Light



Frozen Light

• Lene Hau utilizou condensados de Bose-Einstein para diminuir
significativamente a velocidade da luz ao passar por estes.

• Março de 1998 - observaram pela primeira vez a redução da
velocidade da luz no condensado;

• Julho de 1998 - atingiram a velocidade média de um avião
(∼ 250 m/s);

• Agosto de 1998 - atingiram a velocidade de uma bicicleta (17
m/s);

• 2000 - conseguiram parar a luz num condensado de
Bose-Einstein.
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Frozen Light

• Foi utilizado um gás de
átomos de Sódio
magneticamente confinado,
arrefecido a T ∼ nK;

• Um laser de acoplamento, ao
passar pela nuvem vai
torná-la transparente para
uma frequência precisa e
causa um grande declive no
índice de refracção do
condensado. Propriedades ópticas induzidas

na nuvem [2]
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Frozen Light

• Esta transparência permite
que a luz do laser de sonda
passe sem ser absorvida pelo
meio;

• Quanto maior o declive do
índice de refracção, menor
vai ser a velocidade de grupo
da luz;

• De modo a parar a luz
desliga-se o laser de
acoplamento. Propriedades ópticas induzidas

na nuvem [2]
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Frozen Light

• A intensidade do feixe
diminui ao passar pela
nuvem, porque esta não é
perfeitamente transparente;

• No entanto, o impulso é
parado e ”reanimado”com
uma eficiência de 100% - não
há perda de informação.

Impulso de luz inicial e após
passar pela nuvem.
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Frozen Light - Aplicações

• Estudo de fenómenos em buracos negros - o condensado pode
formar vórtices e arrastar a luz consigo;

• Estudo de efeitos ópticos não lineares;
• Dispositivos quânticos.
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