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D.A. Howell et al. Nature 443, 308 (2006).

Observations of SNe Ia with high luminosity and 
low kinetic energy with Super-Chandrasekhar-
mass WDs as most probable progenitors. 

How to explain these Super-Chandrasekhar-mass WDs? 

Presence of magnetic fields.

Rotation.

Coalescence, …
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Tµ⌫ = diag(E,P?, P?, Pk)

E = TS + µN + ⌦,

P? = �⌦�BM,

Pk = �⌦,

MAGNETIC FIELDS brake rotational symmetry leading 
to an anisotropic energy-momentum tensor.

Spherical symmetry not suitable any more. 

In cylindrical coordinates: 

Caṕıtulo 4. Ecuaciones de estructura

En la Figura 4.2 se aprecia que las masas obtenidas a partir de las soluciones para la presión
paralela y campos entre 1011 G y 1013 G (correspondientes a las obtenidas por Mathews [57] para
presión isotrópica) son mayores que las computadas en ausencia de campo. Además, no obtenemos
ninguna configuración estable de enanas blancas magnéticas cuyo valor máximo de masa sobrepase
el ĺımite de Chandrasekhar como ha sido propuesto en [15].

Por otra parte, en la Figura 4.3, se superponen con las masas y los radios observacionales de
algunas enanas blancas detectadas por el satélite Hipparcos [58], lo cual permite validar nuestro
modelo.
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Figura 4.3: Comparación con datos observacionales. En (a) se incluyen las soluciones para los com-
ponentes no interactuantes estudiadas en las Figuras 4.2a y 4.2c; mientras en (b) se grafican las
soluciones para componentes interactuantes presentadas en las Figuras 4.2b y 4.2d.

Consecuentemente nuestros resultados apuntan a que es un imperativo emplear una métrica
axisimétrica, apropiada para tomar en cuenta las ecuaciones de estado anisotrópicas que se derivan
de la inclusión de la presencia del campo magnético (ver Sección 4.3) aún cuando el campo magnético
sea considerado débil.

4.3. Simetŕıa ciĺındrica

Debido a la existencia de presiones anisotrópicas, nos propusimos estudiar la estructura de una
EB en una geometŕıa con simetŕıa axial, que es más “natural” para los sistemas de electrones
magnetizados. Por tanto, para obtener las ecuaciones de estructura utilizaremos la métrica:

ds2 = �e2⇥(r)dt2 + e2�(r)dr2 + r2d�2 + e2⇤(r)dz2, (4.7)

donde ⇥, �, y ⇤ son funciones de r solamente.

De las ecuaciones de Einstein en unidades naturales y de la conservación de la enerǵıa (Tµ⇥
;⇥)
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Caṕıtulo 4. Ecuaciones de estructura

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales [59]:

P �
⇥ = �⇥�(E + P⇥)�⇤�(P⇥ � P⇤), (4.8a)

4�e2�(E + P⇤ + 2P⇥) = ⇥�� + ⇥�(⇤� + ⇥� � ��) +
⇥�

r
, (4.8b)

4�e2�(E + P⇤ � 2P⇥) = �⇤�� �⇤�(⇤� + ⇥� � ��)� ⇤�

r
, (4.8c)

4�e2�(P⇤ � E) =
1

r
(⇤� + ⇥� � ��). (4.8d)

Las expresiones anteriores, junto a las EdE E(x) = E(x(P⇥)), y P⇤ = P⇤(x) forman un sistema de
ecuaciones en las variables P⇥, P⇤, E, ⇥, �, ⇤, ⇥�, y ⇤�.

Las condiciones de frontera empleadas deben tener en cuenta los factores del tipo 1/r en (4.8).
Por tanto, se hace una expansión en serie de P⇥, ⇥, ⇤, y � alrededor de r = 0. También, ⇤ =
⇥ = � = 0 en r = 0 para que los coeficientes métricos correspondientes sean igual a 1 en ese
punto y ⇤� = ⇥� = 0 para que las soluciones en el eje z sean suaves. Con estas consideraciones, las
condiciones de frontera en el centro son:

P⇥(0) = P⇥0, (4.9a)

⇥(0) =
1

2
(P⇤0 + 2P⇥0 + E0)(r

2
0 � 2r0), (4.9b)

⇤(0) =
1

2
(�P⇤0 + 2P⇥0 � E0)(r

2
0 � 2r0), (4.9c)

⇥�(0) = ⇤�(0) = �(0) = 0. (4.9d)

Además, se impone la condición P⇥(R⇥) = 0, para determinar el radio de la estrella en la
dirección ecuatorial (perpendicular).

Por hipótesis, en este modelo, todas las variables dependen solamente de la coordenada radial
(en el plano perpendicular al campo magnético). Luego, no es posible calcular la masa total de la
estrella como se hizo para el caso de simetŕıa esférica. Por tanto calcularemos la generalización para
la masa dada por Tolman [60]

MT =

� ⇥
�g(T 0

0 � T 1
1 � T 2

2 � T 3
3 )dV (4.10)

para la métrica ciĺındrica (4.7) no podemos calcular la masa, sino, la masa por unidad de longitud
(MT /R⇤) [61]:

MT

R⇤
= 4�

� R�

0
re⇥(r)+⇤(r)+�(r)(E � 2P⇥ � P⇤)dr (4.11)

4.3.1. Discusión de los resultados numéricos

Para la métrica ciĺındrica que presentamos en esta Sección, resolvimos las ecuaciones de estruc-
tura formadas por (4.8) y (4.11), con las ecuaciones de estado del Caṕıtulo 3. Al igual que en el caso
de simetŕıa esférica, hemos considerado la presencia del campo magnético débil y las composiciones
qúımicas ya discutidas.
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para la métrica ciĺındrica (4.7) no podemos calcular la masa, sino, la masa por unidad de longitud
(MT /R⇤) [61]:

MT

R⇤
= 4�

� R�

0
re⇥(r)+⇤(r)+�(r)(E � 2P⇥ � P⇤)dr (4.11)

4.3.1. Discusión de los resultados numéricos
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E(x, 0, B) = E(x, 0, 0) + f(x,B)

P?(x, 0, B) = P (x, 0, 0)� g(x,B)

Pk(x, 0, B) = P (x, 0, 0) + g(x,B)

f, g ⇠

B

Bc

�2

x = pF /me

pF =
p

µ

2 �m

2
e

B=5x1012 G

EOS obtained considering a degenerate electron gas in an external magnetic field with fixed 
value lower than the Schwinger critical value (Bc = m2/e = 4.41×1013 G).
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Por hipótesis, en este modelo, todas las variables dependen solamente de la coordenada radial
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ROTATION: 

Deforms the star producing a flattening at the poles and a blowup in the equatorial 
direction. Then, the metrics depends also on the polar coordinate 𝜃.

Stable configurations may support higher masses than corresponding static ones, 
therefore changing the space-time geometry.

Introduces the general relativistic effect of dragging of inertial frames, thus appearing a 
non-diagonal term in the metric tensor.

This imposes a self-consistency condition into the stellar structure equations, since 
star’s properties like mass and rotation frequency determine how much the inertial 
frames are dragged in the direction of rotation.

Motivation
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F.  Weber, ed., “Pulsars as astrophysical laboratories 
for nuclear and particle physics”, 1999.



Hartle’s formalism for slow rotation

Rotation velocity small in comparison with the relativistic Keplerian frequency, so that the 
solutions are stable and below the mass shedding limit.

To do so: 

Consider equilibrium rotating configurations as a linear perturbation of the known 
static counterpart.

Expand field equations up to second order in the angular velocity of the star.

8

Axisymmetric 
uniform rotation

⌦J
K ⇡ 0.7

r
M

R3

J. B. Hartle, ApJ, vol. 150, p. 1005, Dec. 1967.
J. B. Hartle and K. S. Thorne, ApJ, vol. 153, p. 807, Sept. 1968.
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dr
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Results: rotation effects
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For higher angular 
velocities less central 
densities are accepted.
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Results: rotation effects
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7%

Mass increases up to ~ 1.5 M⊙. 

Compatible with 1.45 M⊙ solutions for the Keplerian sequence in (B. Franzon & S. Schramm,  2015)
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Results: rotation effects

~ 800 km
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Results: rotation effects
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The higher the density the less the star is 
deformed.



Results: rotation effects
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Results: rotation & magnetic field effects
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B=5x1012 G
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Slightly higher angular velocities and angular 
momentum can be reached.

Ω = ΩKJ P (B=0)

Ω = ΩK P (B=0)
Ω = ΩKJ P∥ (B≠0)

Ω = ΩK P∥ (B≠0)
Ω = ΩKJ P⟂ (B≠0)

Ω = ΩK P⟂ (B≠0)

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

1

2

3

4

5

6

7

8

9

J [1050 g cm2s-1]

Ω
[s

-
1 ]

Perpendicular pressure solutions have lower 
static mass and radius.



Results: rotation & magnetic field effects
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B=5x1012 G

⪝1% increase in the total mass 
for the configurations with 
perpendicular pressure (softer 
EOS).

Rotation effects are dominant 
since magnetic field is included 
only in the EOS.
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Conclusions
Rotational effects in non-magnetic and magnetic white dwarfs studied within Hartle’s 
formalism.

To first order in the angular velocity the only variation with respect to the static 
counterpart is the appearance of the angular momentum, the angular velocity and the 
moment of inertia.

To second order in the angular velocity, rotational effects decrease as the density increases 
and mass augments in ~7%.

The slower the velocity the better the approximation.

 Magnetic field effects are much smaller than rotation effects. This follows from the 
assumption that the magnetic field only influences the EOS.

For the perpendicular pressure EOS (softer) we obtain smaller sizes, so that slightly higher 
angular velocities and angular momenta are reached, thus obtaining ~1% higher masses.
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Next Steps

Other EOS.

Include both pressures simultaneously.

Consider magnetic field effects not only on EOS. 

Other configurations for the magnetic field.

Magnetohydrodynamics.

…
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Other EOS.
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Other configurations for the magnetic field.

Magnetohydrodynamics.

…

Thank you for your attention.


