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. L “der Aerodynamik Objekte, die fiir kleinere Ge-
mn=€Enﬁ_ﬁ.ﬁawwﬁTwE sind, mit Gcman:wcmmmnwﬁ:&mw&_» fliegen lassen wollen, so
geht das nicht. Um,m bedeutet nicht, daft es da eine grofie ,,Barriere® gibt; es bedeutet

nur, daf das Objekt anders konstruiert werden mufl. Genauso wird diese Spule, die

als ,,Induktivitit* Touwﬁﬁmn wurde, bei hohen Frequenzen nicht als gute Indulktivi-
tit funktionieren, woumﬁu als irgendetwas anderes. Fiir hohe Frequenzen miissen wir
eine andere Art Induktivitit konstruieren.

: |
23—2 Ein Kondensator bei hohen Frequenzen

Nun wollen wir das Verhalten eines Kondensators — eines geometrisch idealen
Kondensators — bei immer héheren Frequenzen untersucheny um so die Anderung sci-
ner Eigenschaften zu sehen. (Wit betrachten licber einen Kondensator als eine Induk-
tivitit, weil die Geometrie eines Plattenpaares viel weniger kompliziert als die einer
Spule ist.) Wir betrachten den in Fig. 23—4 (2) dargesteliten Kondensator, der aus
zwei parallelen kreisfdrmigen Platten besteht, die iber ein Paar von Drihten mit einem
dufleren Generator verbunden sind. Laden wir den Kondensator mit Gleichstrom, so
tritt auf einer Platte eine positive und auf der anderen eine negative Ladung auf: zwi-.
schen den Platten gibt es ein gleichférmiges elektrisches Feld,

happens in all subjects. In aerodynamics, if you try to make things go faster than
the speed of sound when they were designed for lower speeds, they don’t work.
It doesn’t mean that there is a great “barrier” there; it just means that the object
should be redesigned. So this coil which we designed as an “inductance® is not
going to work as 2 good inductance, but as some other kind of thing at very high

frequencies. For high frequencies, we have to find a new design.

23-2 A capacitor at high frequencies

Now we want to discuss in detail the behavior of a capacitor—a geometrically
ideal capacitor—as the frequency gets larger and larger, so we can see the transition
of its properties. (We prefer to use a capacitor instead of an inductance, because
the geometry of a pair of plates is much less complicated than the geometry of a
coil.} We consider the capacitor shown in Fig. 23-4(a), which consists of two par-
allel circular plates connected to an external generator by a pair of wires. If we
charge the capacitor with pc, there will be a positive charge on one plate and a
negative charge on the other; and there will be a uniform electric field between the
plates. -

a) Lines of Ei& Feldlinien von E

Lines of B = Feldlinien von B
Curve T', = Kurve I'

b) Surface § = Oberfliche §

Curve T, = Kurve T, , (@
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Kondensators, .

Legen wir nun statt einer Gleichspannung cine Wechselspannung niedriger Fre-
quenz an die Platten an. (Wir werden spiter sehen, was ,,niedrig® und was ,,hoch” be-
deutet.} Wir verbinden beispielsweise den Kondensator mit einem Niederfrequenzgene-
rator. Andert sich die Spannung, so wird positive Ladung an der oberen Platte entfernt
und negative Ladung hingebracht, Wihrend das passiert, verschwindet das elektrische
Feld und wird dann in umgekehrter Richtung aufgebaut, Schwankt die Ladung lang-
sam hin und her, so folgt ihr das elektrische Feld. In jedem Augenblick ist das elektri-
sche Feld, wie in Fig. 23—4 (b) gezeigt, mit Ausnahme einiger Rand-
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Fig, 23~4. The eleciric and magnetic fields between the plates of a capacitor.

Now suppose that instead of Dc, we put an Ac of low frequency on the plates.
{(We will find out [ater what is “low” and what is “high™.) Say we connect the ca-
pacitor -to a lower-frequency generator. As the voltage alternates, the positive
charge on the top plate is taken off and negative charge is put on. While that is
happening, the electric field disappears and then builds up in the opposite direction,
As the charge sloshes back and forth slowly, the electric field follows. At each
instant the electric field is uniform, as shown in Fig. 23-4(b), except for some edge
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effekte, die wir vernachlissigen werden, homogen. Wir kénnen den Betrag der elektri-
schen Feldstarke in der Form schreiben

wobei £, konstant ist.

Bleibt das richtig, wenn die Frequenz hoher wird? Nein, weil es durch jede Schlei-
fe wie I'; in Fig. 234 (a) einen Filu} des elektrischen Feldes gibt, wenn die elektrische
Faldstirke zunimmt und abfillt. Und weil, wie Sie wissen, ein verinderliches elektri-
sches Feld ein Magnetfeld hervorruft. Eine der Maxwell-Gleichungen besagt, daf} es ein
Linienintegral der magnetischen Feldstirke geben muf, wenn ein verindesliches elektri-
sches Feld auftritt, wie das hier der Fall ist. Das Linienintegral der magnetischen Feld-
stirke wm einen geschlossenen Ring, multipliziert mit 2, ist gleich der zeitlichen Ande-
rungsrate des elektrischen Flusses durch die Fliche innerhalb des Ringes (wenn es da
keine Strome gibt):

inside = inmerhalb von

Wie stark ist also das Magnstfeld? Das ist nicht schwer zu finden. Betrachten wir die
Schleife T',, die von einem Kreis mit dem Radius » gebildet wird. Aus der Symmetrie
kénnen wir sehen, dafl das Magnetfeld, wie in der Figur gezeigt, kreisférmig verlduft.
Das Linienintegral von 8 ist dann 2#78. Da das elektrische Feld homogen ist, betrigt
sein Flub einfach E mal nr?, der Fliche des Kreises:

Die Zeitableitung von E ist fiir unser Wechselfeld einfach fwEefwt, Unser Kondensa-
tor hat daher das Magnetfeld

Mit anderen Worten, das Magnetfeld oszilliert ebenfalls und seine Feldstirke ist propor-
tional r.

Was wird dadurch bewirkt? Gibt es ein verinderliches Magneifeld, so treten indu-
zierte elektrische Felder auf und der Kondensator fingt an, ein wenig als Induktivitit

zu wirken. Wichst die Frequenz, so wird das Magnetfeld stirker; gs ist proportional der ,

Anderungsrate von E und daher proportional w. Die Impedanz des Kondensators ist
nicht mehr einfach gleich 1/iwC.

Lassen. wir die Frequenz weiterhin anwachsen und untersuchen genauer, was pas-
siert. Wir haben ein hin- und herschwingendes Magnetfeld. Dann kann aber das elektri-
sche Feld nicht, wie wir angenommen haben, gleichfdrmig sein! Gibt es ein verinder-
liches Magnetfeld, so muf ein Linienintegral der elektrischen Feldstitke vorhanden
sein — wegen des Faraday’schen Gesetzes. Ist deher ein betrichtliches Magnetfeld vor-
handen, wie es bei hohen Frequenzen aufzufreten beginnt, so kann die elektrische
Feldstirke nicht in allen Abstinden vom Mittelpunkt gleich grof sein. Dic elektrische
Feldstirke muf sich mit # so #ndern, daf ihr Linienintegral dem verindesrlichen Fluf
des Magnetfeldes gleich sein kann.

effects which we are going to disregard. We can write the magnitude of the electric
field as . : .

where E, is a constant. .

Now will that continue to be right as the frequency goes'up? No, because as
the electric field is going up and down, there is a flux of electric field through any
loop like T'; in Fig. 23-4(a). And, as you know, a changing electric field acts to
produce a magnetic field. One of Maxwell’s equations says that when there is a
varying electric field, as there is here, there has got to be a line integral of the
magnetic field. The integral of the magnetic field around a closed ring, multiplied
by c?, is equal to the time rate-of-change of the electric flux through the area
inside the ring (if there are no currents):

%%m.%am \ m...:s. E.s
r - ,

. ) ingide L. ;

So how much magnetic field is there? That’s not very hard. Suppose that we take
the loop T';, which is a circle of radius r. We can see from symmetry that the
magnetic field goes around as shown in the figure. Then the line integral of B is
2ar#B. And, since the electric field is uniform, the flux of the electric field is simply
E multiplied by wr2, the area of the circle:

2B 2 umm - (23.4)

The derivative of E with respect to time is, for our alternating field, simply fwE e,
So we find that our capacitor has the magnetic field

B = 2 Ege™'. (@33

In other words, the magnetic field also oscillates and has a strength proportional
to r. . .

What is the effect of that? When there is a magnetic field that is varying, there
will be induced electric fields and the capacitor will begin to act a little bit like an
inductance. As the frequency goes up, the magnetic ficld gets stronger; it is pro-

_portional to the rate of change of E, and so to w. The impedance of the capacitor

will no longer be simply 1/iwC.

Let’s continue to raise the frequency and to analyze what happens more care-
fully. We have a magnetic field that goes sloshing ‘back and forth. But then the
clectric field cannot be uniform, as we have assumed! - When _,“:Q.n is a varying
magnetic field, there must be a line integral of the electric field—because of Faraday’s
law. So if there is an appreciable magnetic field, as begins to happen at high fre-
quencies, the electric field cannot be the same at all distances from the center. The
electric field must change with » so that the line integral of the electric field can

-equal the changing flux of the magnetic field.
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Sehen wir nach, ob wir das richtige elektrische Feld herausfinden kénnen. Das
kénnen wir tun, indem wir eine ,,Korrektur* zu dem homogenen Feld berechnen, das
wir urspriinglich fir kleine Frequenzen angenommen haben. Wir nennen das homogene
Feld E,, da es immer noch die Form E,e!@w? hat und schreiben das richtige Feld als

wobei £, die Korrektur infolge des verinderlichen Magnetfeldes ist. Fiir jedes w schrei-
ben wir das Feld in der Mitte des Kondensators als ¥ ,efw? (wodurch wir E, definie-
ren), so daf im Mittelpunkt keine Korrektur auftritt; £, =0 inr = 0,

Zur Berechnung von £, verwenden wir die Integraiform des Faraday’schen Geset-
Zes: )

,o {Fluf von B}

Die Integrale sind einfach, wenn wir sie fiir die in Fig. 23—4 (b) gezeigte Kurve T, bil-
den, die entlang der Achse nach oben, dann radial entlang der oberen Platte eine Strecke
r nach aufien, vertikal zur unteren Platte und zuriick zur Achse verlduft. Das Linieninte-
gral von E, um diese Kurve ist natiirlich Null; daher trigt nur £, bei, und sein Integral
betrigt genau — E, (#) + h, wobei A der Abstand zwischen den Platten ist. (Wir nennen

E positiv, wenn es nach oben zeigt.) Das ist gleich der Anderungsrate des Flusses von

B, die wir mit Hilfe eines Integrals iiber die schraffierte Fliche § innerhalb von T, in
Fig. 23~4 (b) erhalten missen. Der Fluff durch ¢inen vertikalen Streifen der Breite dr
betrigt B (r)h dr und daher ist der gesamte Flul

Setzen wir — 8/ar des Flusses gleich dem Linienintegral von £, so erhalten wir

Beachten Sie, dat # herausfillt; die Feldstirken hidngen nicht vomn Abstand nm,a Platten
ab. )
Benditzen wir GL. (23.5) fiir B (), 30 erhalten wir

Die Zeitableitung fithet zu einem weiteren Faktor iw; wir erhalten

Wie erwartet trachtet das induzierte Feld, die &nwﬁm.nwn Feldstirke weiter aufien Aer-
abzusetzen, Das korrigierte Feld £ = £, + £, ist dann

"‘Let’s see if we can figure out the correct electric field. We can do that by
computing a “correction” to the uniform field we originally assumed for low
frequencies. Let’s call the uniform field Fy, which will still be Eqe™*, and write
the correct field as

E=E, + E,, ,
where Eg is the correction due to the changing magnetic field. For any w we will
write the field at the center of the condenser as Ege™* (thereby defining Eg), so
that we have no correction at the center; E, = Oatr = 0.

To find E; we can use the integral form of Faraday’s law:

. ] .
vm_m..% = — .m.mﬁmﬂx%mv.

The integrals are simple if we take them for the curve T';, shown in Fig, NuLAS.,
which goes up along the axis, out radially the distance r along the top plate, down
vertically to the bottom plate, and back to the axis. The line integral of £, around
this curve is, of course, zero; so only E, contributes, and its integral is just
—Ey(r) - h, where A is the spacing between the plates. (We call E positive if it
points upward.) This is equal to the rate of change of the flux of B, which we have
to get by an integral over the shaded area § inside I'; in Fig. 23-4(b). The flux
through a vertical strip of width dr is B{r)k dr, so the total flux is

h \ B(r) dr.
Setting —a/d¢ of the flux equal to the line integral of E,, we have’
ErY.= 3, | BO) b (23.6)

Notice that the & cancels out; the ficlds don’t depend on the separation of the plates.
Using Eq. (23.5) for B(r), we have

Eolr) = = == Exe™.

Ex(r) = — = Epe™". (23.7)

As we expect, the induced field tends to reduce the electric field mm:_un.q out. The

corrected field E = E; + Ej is then

E=FE + E = O - wﬁv Ege™, (23.8)
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Fig. 23—6. Das elektrische Feig zwischen den
Kondensatorplatten bei hohen Frequenzen. {Rand-
effekte sind vernachlissigt.) :

Das elektrische Feld im Kondensator ist nicht mehr homogen; es hat die paraboli-
sche Form, die durch die unterbrochene Linie in Fig. 23—5 dargestellt ist. Sie sehen,
dap unser einfacher Kondensator etwas kompliziert wird.

Wir kénnten nun unsere Resultate dazu verwenden, die Impedanz des Kondensa-
tors bei hohen Frequenzen auszurechnen. Da wir das elektrische Feld kennen, kénnten
wir die Ladungen auf den Platien berechnen und herausfinden, wie der Strom durch
den Kondensator von der Frequenz: ¢« abhiingt; das soll uns aber jetzt nicht beschifti-
gen. Wir interessieren uns mehr daftir zu sehen, was passiert, wenn wir die Frequenz
weiter steigern — damit wir feststellen, was bei noch héheren Frequenzen vorgeht.
Sind wir nicht bereits fertig? Nein, weil wir das elektrische Feld korrigiert haben, was
bedeutet, dafs das berechnete Magnetfeld nicht mehr stimmt. Das Magnetfeld aus
GL (23.5) ist niherungsweise richtig, es handelt sich aber nur um eine exste Naherung.

Wir sollten daher GL (23.5) in der Form schreiben

Sie erinnern sich daran, dad dieses Feld durch die Anderung von E, hervorgerufen
wurde. Das richtige Magnetfeld wird das vom gesamten elektrischen Feld E,| + E, her-
yorgerufene sein. Schreiben wir das Magnetfeld als B =B, + B,, s0 ist der zweite Term
gerade das von E, hervorgerufene Zusatzfeld. Um B, zu finden, kdnnen wir dieselbe
Uberlegung anstellen, mit der wir B, ermittelt haben; das Linienintegral von B, um die
Kusve T, ist gleich der Anderungsrate des Flusses von E, durch I',. Wir erhalten noch
sinmal Gl. (23.4), wobei B durch B, und E durch E, zu ersetzen ist:

(Fluf von £, durch T',}

Da E, vom Radius abhiingt, miissen wir iiber die Kreisfliche innerhalb T, integrieren,
um den Fluf zu erhalten. Mit dem Flichenelement 2nr dr wird dieses Integral

Damit erhalten wir fiir B,(#)

Fig. 23-5. The electric field between
the capacitor plates at high frequency.

N
|
i
|
|
!
T
a

clw

v (Edge effects are neglected.)

The electric field in the_capacitor is no longer uniform; it has the parabolic
shape shown by the broken line in Fig, 23-5. You see that our simple capacitor is
getting slightly complicated.

We could now use our results to calculate the impedance of the capacitor
at high frequencies. Knowing the electric fitld, we could compute the charges on
the plates and find out how the current through the capacitor depends on the
frequency w, but we are not interested in that problem for the moment. We are
more interested in seeing what happens as we continue to go up with the frequency
—to see what happens at even higher frequencies. Aren't we already finished?
No, because we have corrected the electric field, which means that the magnetic
field we have calculated is no longer right. The magnetic field of Eq. (23.5) is
approximately right, but it is only a first approximation. So let’s call it B;. We
should then rewrite Eq. (23.5) as

By = 0 Eqe™". ‘ (23.9)

You will remember that this field was produced by the variation of Eq. Now the

cotrect magnetic field will be that produced by the total electric field E; + Ej.
If we write the magnetic field as B = B; + Bg, the second term is just the addi-
tional field produced by E,. To find B, we can go through the same arguments
we have used to find B,; the line integral of By around the curve I'; is equal to
the rate of change of the flux of £, through I'y. We will just have Eq. (23.4) again
with B replaced by B; and E replaced by Ez:

¢?By  2mr = %N (fiux of E; through T'y).

Since E varies with radius, to obtain its flux we must integrate over the circular
surface inside T';. Using 27 dr as the element of area, this integral is

\ " E,(r) - 2mr dr.
: 1} .
So we get for Ba(r)y

Bir) = u“..m 2 \ By dr. (23.10)
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ntnelimen wir £, (7) aus GL (23.7), so brauchen wir das Integral von r®dr, das natir-
ch gleich 7%/4 ist. Unsere Korrekiur zum Magnetfeld wird

Aber wir sind immer noch nicht fertig. Ist das Magnetfeld nicht das zuerst vermu-

so haben wir E, nicht richtig berechnet. Wir mitssen eine weitere XKorfektur an £
2 electric field betwegh™

tes at high *_.mncm:nw.
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; it has the parabolic
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o let’s call it B,. We

'l iben wir unser doppelt korrigiertes elektrisches Feld als E = E, + E, + £, s0 er-
ialten wir

(23.9) Abhangigkeit der elektrischen Feldstirke vom Radius ist nicht mehr die einfache

. bel, die wir in Fig. 235 gezeichnet haben, sondern die Kurve liegt bei groferen

ition of E;. Now the fadien etwas oberhalb der von (£, + E).

ectric field £, + Es. Wir sind immer noch nicht ganz fertig. Das neue elektrische Feld verursacht eine

term is just the addi- ue Korrektur zum Magnetfeld, und das neu korrigierte Emm_.maﬂ?a .«ﬁamcnmmn_: eine

| the same arguments re Korrektur des elektrischen Fetdes, und so geht das weiter. Wir haben aber alle
i . imeln, die wir brauchen. Fiir B, kénnen wir Gl. (23.10) verwenden, wobei wir die

: curve T'y is equal mo zes von B und E von 2 in 3 abéndern.

have Eq. (23.4) again Die nichste Korrektur zum elektrischen Feld ist

dieser Ordnung betrdgt also die gesamte elekirische Feldstirk
rate over the circular
integral is

i-haben wir die Zahlenkoeffizienten so angeschrieben, dafl es klar ist, wie die
e fortzusetzen ist.

(23.10) . Unser Endresultat bedeutet also, dabb die elektrische Feldstirke zwischen den
ten des Kondensators bei beliebiger Frequenz gegeben ist durch Eoe'T mal der
23-7 lichen Reihe, die nur

Using Es(r) from Eq. (23.7), we need the integral of »* dr, which is, of course, .
r*/4. Our correction to the magnetic field becomes

E r fut

By(r) = ~ 16et Ege™.

(23.11)

But we are still not finished! If the magnetic field B is not the same as we first
thought, then we have incorrectly computed E;. We must make a further cor-
rection to E, which comes from the extra magnetic field B,. Let’s call this additional
correction to the electric field Es. It is related to the magnetic field B; in the same
way that E, was related to B;. We can usc Eq. (23.6) all over again just by chang-
ing the subscripts: :

Es(") = 2 | Bo(r) ar. (23.12)

Using our result, Eq. (23.11), for B,, the new correction to the electric field is

wlirt
6dct

E(r) = + 2L Ee™, (23.13)

Writing our doubly corrected electric field as E = E; + E; + Eg, we get

_ it 1 fwr\ 1 wr
E = Ee T |w¢v +3Aﬂv

The variation of the electric field with radius is no longer the simple parabola we
drew in Fig. 23-5, but at large radii lies slightly above the curve (Ey + Eq).

We are not quite through yet. The new electric field produces a new correction
to the magnetic field, and the newly corrected magnetic field will produce a further
correction to the eleciric field, and®on and on. However, we already have all the
formulas that we need. For B; we can use Eq. (23.10), changing the subscripts of
B and E from 2 to 3.

The next correction to z._a electric field i is

1 wr\® ook
£ = ugﬁﬂv Eoe™

S0 to this order we have that the complete electric field is given by

£ = 1 - :wm Amv + @u - @Um 4],
(23.15)

where we have written the numerical coefficients in such a way that it is obvious
how the series is to be continued. _

. Our final result is that the electric field between the plates of the capacitor,
for E.Q frequency, is given by Ege™! times the infinite series which contains only

23-8
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die Variable wr/c enthilt. Wenn wir wollen, kénnen wir eine spezielle Funktion, die
wir J, (¥) nennen, als die unendliche Reihe definieren, die in der Klammer von Gl
(23.15) aufiritt:

Wir kénnen dann unsere Losung als E,ei«? mal dieser Funktion schreiben, wobei x =
wric:

Per Grund, weshalb wir unsere spezielle Funktion J, genannt haben, ist natiirlich,
daB dies nicht das erste Mal ist, dah jemand ein Problem mit Schwingungen in einem
Zylinder geldst hat. Die Funktion ist schon vorher aufgetreten und wird itberlicher-
weise J, genannt, Sie kommt immer vor, wenn Sie ein Problem von Wellen mit Zylin-
dersymmaetrie 19sen. Die Funktion J, bedeutet fiir Zylinderwellen das, was die Cosinus-
funktion fir Wellen entlang einer geraden Linie bedeutet. Es handelt sich also um eine
wichtige Funktion, die vor langer Zeit gefunden wurde. Damals verlieh jhr ein Mann
namens Bessel seinen Namen. Der Index Null bedeutet, daft Bessel eine Menge verschie-
dener Funktionen erfunden hat, und diese ist gerade die erste davon.

Die anderen Funktionen von Bessel — J,, J,, usw. — hingen mit Zylinderwellen
zusammen, deren Stirke vom Winkel nm die Zylinderachse abhéngt.

Das vollstindig korrigierte elektrische Feld zwischen den Platten unseres kreisfor-
migen Kondensators, das durch Gl. (23.17) gegeben ist, ist als ausgezogene Linie in
Fig. 235 dargestellt. Fiir Frequenzen, die nicht zu hoch sind, war unsere zweite Nihe-
rung bereits recht gut. Die dritte Niherung war noch besser, sie war tatsichlich so gut,
dad Sie den Unterschied zwischen ihr und der ausgezogenen Kurve nicht gesehen hit-
ten, wenn wir ste eingezeichnet hitten. Sie vwerden aber im nichsten Abschnitt sehen,
dafs die vollstindige Reihe benttigt wird, wenn man eine genaue Beschreibung fir grofie
Radien oder fiir hohe Frequenzen erhalten will.

23—3 Ein Hohlraumresonator

Wir wollen nun nachsehen, welches elektrische Feld zwischen den Platten des Kon-
densators unsere Lésung ergibt, wenn wir zu immer hheren Frequenzen iibergehen.
Fiir grofe w wird der Parameter x = wr/c grod, und die ersten Glieder in der Reihe
fiir J, (x) wachsen rasch an. Das bedeutet, daB die in Fig, 233 gezeichnete Parabel
sich bei hoheren Frequenzen steiler nach unten krimmt. Es sicht tatsidchlich so aus,
als ob die Feldstirke bei einer hohen Frequenz bis Null abfiele, vielleicht wenn cfw
ungefihr halb so groft wie # ist. Sehen wir nach, ob J, wirklich durch Null geht und
negativ wird. Wir versuchen es erst mit x = 2! :

Die Furktion ist noch nicht Null, wir versuchen es daher mit einem hdheren Wert von
x, beispielsweise x = 2,5, Wir setzen Zahlen ein und erhalten _

the variable wr/c. If we wish, we-can define 2 special funetion, which we will -call,
Jo{x), as the infinite series that appears in the brackets of Eq. (23.15):

Co 2 1 4 1 6
ca @+ s @) - §) o @

Then we can write our solution as Eqe™* times this. function, with x = c&.\n"

E = Ege™'Jy Aeﬂd . (3.17

.w.oﬁ.unv =

The reason we have called our special function Jq is that, naturally, this is not
the first time anyone has ever worked out a problem with oscillations in a cylinder.
The function has come up before and is usually called Jo. Tt always comes up
whenever you solve a problem about waves with cylindrical symmetry. The func-
tion Jq is to cylindrical waves what the cosine function is to waves on a straight
line. So it is an important function, invented a long time ago. Then a man named
Bessel got his name attached to it. The subscript zero means that Bessel invented
a whole lot of different functions and this is just the first of them.

The other functions of Bessel—J1, J», and so on—have to do with cylindrical
waves which have a variation of their strength with the angle around the axis of
the cylinder.

The completely correcied electric field between the plates of our circular
capacitor, given by Eq. (23.17), is plotted as the solid line in Fig. 23-5. For
frequencies that are not too high, our second approximation was already quite
good. The third approximation was even betier—so good, in fact, that if we had

-plotted it, you would not have been able to see the difference between it and the

solid curve. You will see in the next section, however, that the complete series is
needed to get an accurate description for large radii, or for high frequencies.

23-3 A resonant cavity

We want to Iook now at what our solution gives for the electric field between
the plates of the capacitor as we continue to go to higher and higher frequencies.
For large w, the parameter x = wr/c also gets large, and the first few terms in the
series for Jo of x will increase rapidly. That means that the parabola we have
drawn in Fig. 23-5 curves downward more steeply at higher frequencies. In fact,
it looks as though the field would fall all the way to'zero at some high frequency,
perhaps when ¢/w is approximately one-half of a. Let’s see whether Jo does indeed
go through zero and become negative. We begin by trying x = 2:

Jo) =1 — 144 — & = 022

The function.is still not zero, so let’s try a higher value of x, say, x = 2.5. Putting
in numbers, we write S

Jo(2:5) = 1'—-1.56 4+ 0.61 — 0.09 = —0.04. :
: . _ 23-9
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Bei x = 2,5 ist die Funktion J, bereits durch Null durchgegangen. Vergleichen wir die
Resultate fiir x = 2 und x = 2,5, so sieht es so aus, als ob J, bei einem Fiinftel der
Strecke von 2,5 nach 2 durch Null geht. Wir vermuten also, daf die Nullstelle fiir x
ungefihr bei gleich 2,4 auftritt. Sehen wit nach, was dieser Wert von x liefert:

Mit unserer zweistelligen Genauigkeit erhalten wir Null. Fithren wir die Rechnung ge-
nauer durch (oder sehen wir in einem Buch nach, da J, eine bekannte Funktion ist),
so finden wir, daft sie bei x = 2,405 durch Null geht. Wir haben das vorgerechnet, um
Thnen zu zeigen, daf Sie diese Dinge auch selbst finden konnen, statt in einem Buch
nachzusehen.

Wenn wir schon J, einem Buch entnehmen, so kinnen wir unteisuchen, wie sich
die Funktion fiir groBere Werte von x verhilt; sie ist in Fig. 23--6 graphisch dargestellt,
Mit wachsendem x oszilliert J, {x) zwischen positiven und negativen Werten mit abneh-
mender Amplitude,

Fig. 23—6. Die Bessel-Funktion J; {x).

Wir haben das folgende interessante Resultat erhalten: Bei geniigend hohen Fre-
quenzen zeigt die elektrische Feldstiirke in der Mitte unseres Kondensators in einer
Richtung und nahe am Rand in der entgegengesetzten Richtung. Nehmen wir beispiels-
weise  geniigend grof, so daft x = wr/c am dufberen Rand des Kondensators 4 be-
triigt; dann entspricht der Rand des Kondensators der Abszisse x = 4 in Fig, 23—6. Das
bedeutet, dafy unser Kondensator mit der Frequenz w = 4¢/z betricben wird. Am
Rand der Platten hat das elektrische Feld einen ziemlich hohen Wert in der entgegen-
gesetzten Richtung, als wir erwarten wiirden. Dieses schlimme Ereignis kann einem
Kondensator bei hohen Frequenzen passieren, Machen wir die Frequenz sehr hoch, so
oszilliert die Richtung des elektrischen Feldes viele Male hin und her, wenn wir vom
Mittelpunkt des Kondensators nach aufien gehen, AuBerdem gibt es die mit diesen
elektrischen Feldern verkniipften Magnetfelder. Es ist nicht itberraschend, dafl unser
Kondensator fiir hohe Frequenzen nicht wie eine ideale Kapagzitit aussieht. Wir begin-
nen, uns sogar Gedanken dariiber zu machen, ob er sich mehr wie ein Kondensator
oder wie eine Induktivitit benimmt. Es muf betont werden, daf es sogar noch kom-
pliziertere Effekte am Rand des Kondensators gibt, die wir vernaehldssigt haben, Zum

i-Beispiel kommt es zur Ausstrahlung von Wellen von den Rindern, so daff die Felder
+s0gar noch komplizierter sind als jene, die wir berechnet haben; wir wollen uns mit
+wdiesen Effekten hier nicht befassen.

The function Jy has already gone through zero by the time we get to x = 2.5,
Comparing the results for x = 2 and x = 2.5, it looks as though J; goes through
zero at one-fifth of the way from 2.5 to 2. We would guess that the zero occurs for
x approximately equal to 2.4, Let’s see what that value of x gives:

Jo(2.4) = 1 — 1.44 + 0.52 — 0.08 = 0.00.

We get zero to the accuracy of our two decimal places. If we make the calculation
more accurate (or since J, is a well-known function, if we look it up in a book), we
find that it goes through zero at x = 2.405. We have worked it out by hand to
show you that you too could have discovered these things rather than having to
borrow them from a book.

As long as we are looking up Jy in a book, it is interesting to notice how it
goes for larger values of x; it looks like the graph in Fig. 23-6. As x increases,
Jo(x) osciliates between positive and negative values with a decreasing amplitude
of oscillation.

Jotx}
1.0}

Fig. 23-6, The Besse! function Jolx).

We have gotten the following interesting result: If we go high enough in fre-
quency, the electric field at the center of our condenser will be one way and the
electric field near the edge will point in the opposite direction. For example,
suppose that we take an w high enough so that x == wr/c at the oufer edge of the
capacitor is equal to 4; then the edge of the capacitor corresponds to the abscissa
x = 4in Fig. 23-6. This means that our capacitor is being operated at the fre-
quency w = 4c/a. At the edge of the plates, the electric field will have a rather
high magnitude opposite the direction we would expect, That is the terrible thing
that can happen to a capacitor at high frequencies. 1f we go to very high frequencies,
the direction of the electric field oscillates back and forth many times as we go
out from the center of the capacitor. Also there are the magnetic fields associated
with these electric fields. It is not surprising that our capacitor doesn’t look like
the ideal capacitance for high frequencies. We may even start to wonder whether
it looks more like a capacitor or an inductance. We should emphasize that there
are even more complicated effects that we have neglected which happen at the edges
of the capacitor. For instance, there will be a radiation of waves out past the edges,
so the fields are even more complicated than the ones we have computed, but we
will not worry about those effects now.
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Wir kdnnten eine iquivalente Schaltung fiir den Kondensator herausfinden; viel-
leicht ist es aber besser, einfach festzustellen, dafh der fiir niederfrequente Felder kon-
struierte Kondensator einfach nicht mehr zufriedenstellend ist, wenn die Frequenz zZu
hoch ist. Wollen wir die Wirkungsweise sines solchen Objekts bei hohen Frequenzen
untersuchen, so milssen wir die Niherungen aufgeben, die wir an den Maxwell-Glei-
chungen zur Behandlung von Schaltungen angebracht haben und miissen zu dem gan-
zen Gleichungssystem zuriickkehren, das die Feider im Raum vollstindig beschreibt.
Statt uns mit idealisierten Schaltelementen zu befassen, miissen-wir die wirklichen Lei-
ter, wie sie sind, hinnehmen und alle Felder im dazwischenliegenden Raum beriicksich-
tigen. Wollen wir zum Beispiel einen Resonanzkreis bei hohen Frequenzen erhalten, so
werden wir ihn nicht mit Hilfe einer Spule und einem Plattenkondensator zu konstru-
ieren versuchen.

Lines of B = Feldlinien von B
Lines of E = Feldlinien von E

Fig. 23—7. Das elektrische und magnetische Feld
im Innern einer geschlossenen zylinderférmigen Dose,

Wir haben bereits erwihnt, dah der untersuchte Plattenkondensator gewisse Merk-
male eines Kondensators und einer Induktivitit aufweist. Infolge des elektrischen Fel-
des gibt es Ladungen auf den Platten und infolge des Magnetfeldes gibt es induzierte
EMK’s. Ist es moglich, daf bereits ein Resonanzkreis vorliegt? Das ist tatsichlich der
Fall. Wihien wir eine Frequenz, fiir die das elektrische Feld bei einem Radius innerhalb
des Randes der Platten auf Null abfillt; das heibt, wir wihlen wafe grober als 2,405,
Das elektrische Feld verschwindeét iiberall auf einem Kreis,

We could try to figure out an equivalent circuit for-the-eapacitor, but perhaps
it is better if we just admit that the capacitor we have designed for low-frequency
fields is just no longer satisfactory when the frequency is too high. If we want to
treat the operation of such an object at high frequencies, we should abandon the
approximations to Maxwell’s equations that we have made for treating circuits
and return to the complete set of equations which describe completely the fields
in space. Instead of dealing with idealized circuit elements, we have to deal with
the real conductors as they are, taking into account all the fields in the spaces in
between. For instance, if we want a resonant circuit at high frequencies we will
not try to design one using a coil and a parallel-plate capacitor.

LINES OF B
o o © . ® |
b it
o © @ ® > @
+ P o O P R \
“LINES OF E
(a)

{b)

chul

(¢

Fig. 23-7. The electric and magnetic
fields in an enclosed cylindrical can,

We have already mentioned that the parallel-plate capacitor we have been
analyzing has some of the aspects of both a capacitor and an inductance. With the
electric field there are charges on the surfaces of the plates, and with the magpetic
fields there are back emf’s. Is it possible that we already have a resonant circuit?
We do indeed. Suppose we pick a frequency for which the electric field pattern
falls to zero at some radius inside the edge of the disc; that is, we choose wa/c
greater than 2,405, Everywhere on a circle coaxial with the plates the electric field
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acitor, but perhags der mit den Platten koaxial ist. Wir nehmen nun ein diinnes Metallblech und schneiden

daraus einen Streifen, der gerade breit genug ist, um zwischen die Platten des Konden-
sators zu passen, Dann biegen wir ihn zu einem Zylinder zusammen, der entlang des
Radius verliuft, an dem das elektrische Feld verschwindet, Weil es da keine elektri-
schen Felder gibt, flieflen in dem leitenden Zylinder keine Strome, wenn wir ihn an
dieser Stelle anbringen; die elektrischen und magnetischen Felder indern sich nicht.
Wit konnten also den Kondensator kurzschlieBen, ohne daf sich etwas indert. Beach-
ten Sie, was wir erhalten haben: eine geschlossene zylinderférmige Dose mit elekiri-
schen und magnetischen Feldern im Innern ohne Verbindung mit der Aufienwelt, Die
Felder im Innern indern sich sogar dann nicht, wenn wir die Plattenrinder auflerhalb
“unserer Dose wegschneiden und ebenso die Zuleitungen zum Kondensator. Was iibrig-
Bleibt, ist die in Fig. 23—7 (a) gezeigte geschlossene Dose mit elektrischen und magne-
tischen Feldern im Innern. Die elektrischen Felder oszillieren mit der Frequenz w —
die, vergessen wir das nicht, den Durchmesser der Dose bestimmt hat. Die Amplitude
des schwingenden E-Feldes dndert sich mit dem Abstand von der Achse der Dose, wie
das in Fig. 23—7 (b) graphisch dargestellt ist. Diese Kurve ist gerade der erste Bogen

. der Bessel-Funktion nullter Ordnung. Es gibt auch ein magnetisches Feld, das kreisfor-
mig um die Achse vertiuft und gegeniiber dem elektrischen Feld mit 90° Phasenver-
schiebung schwingt. N .

Wit kénnen auch eine Reihe fiir das Magnetfeld anschreiben und es, wie in Fig.
23—7 (c) gezeigt, graphisch darstelien. B )

Wie kommt es, dal im Innern einer Dose elektrische und magnetische Felder ohne
suBere Anschliisse auftreten konnen? Das kommt daher, dah sich die elektrischen und
magnetischen Felder gegenseitig aufrecht erhalten: das verinderliche E erzeugt ein B
and das verindetliche B exzeugt ein £ — alies gemifh den Maxwelk-Gleichungen. Das
Magnetfeld hat induktiven Charakter und das elektrische Feld hat kapazitiven Charak-
_tet; zusammen bewirken sie so etwas wie einen Resonanzkreis. Beachten Sie, daft diese
Bedingungen nur dann eintreten, wenn der Radius der Dose genau 2,405 ¢/w betrigt.
Fiir eine Dose mit vorgegebenem Radius erhalten die oszillierenden glektrischen und
magnetischen Felder einander aufrecht — in der beschriebenen Weise — aber nur bei
‘dieser spezieilen Frequenz. Daher ist eine zylinderférmige Dose mit dem Radius r in
‘Resonanz bel dexr Frequenz
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Wir haben gesagt, daB die Felder in der gleichen Weise weiterschwingen, nachdem
die Dose vollstindig geschlossen wurde. Das ist nicht genau richtig. Es wiire nur mdg-
lich, wenn die Winde der Dose perfekte Leiter wiren. Fiir eine wirkliche Dose verlie-
ten jedoch die oszillierenden Strbme, die auf den Innenwinden der Dose auftreten, in-
folge des Widerstands des Materials Energie. Die Schwingungen der Felder Klingen
langsam ab, Wir knnen aus Fig. 23—7 schen, daf mit den elektrischen und magneti- -
schen Feldern innerhalb des Hohlraums starke Strdme verkniipft sein miissen. Da das

- vertikale elektrische Feld am Deckel und Boden der Dose jih verschwindet, hat es dort
sine grofe Divergenz; es milssen daher auf den Innenwinden der Dose positive und ne-
gative Ladungen auftreten, wie in Fig. 23-7 (2) gezeigt ist, Kehrt sich das elektrische
Feld um, so missen sich auch die Ladungen umkehren, so daB zwischen Deckel und
Boden der Dose ein Wechselstrom auftreten muf. Die entsprechenden Ladungen flie-
fien in der Seitenwand der Dose, wie in der Figur gezeigt ist. Wir kénnen auch einse-
hen, daf} in der Seitenwand der Dose Stréme auftreten milssen, indem wir betrachten,
was mit dem Magnetfeld passiert. Der Graph von Fig. 23—7 (¢) zeigt umns, da
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will be zero. Now suppose we take a thin metal sheet and cut a strip just wide
enough to fit between the plates of the capacitor. Then we bend it inte a cylinder
that will go around at the radius where the electric field is zero. Since there are
no electric fields there, when we put this conducting cylinder in place, no currents
will flow in it; and there will be no changes in the electric and magnetic fields. We
have been able to put a direct short circuit across the capacitor without changing
anything. And look what we have; we have a complete cylindrical can with elec-
trical and magnetic ficlds inside and no connection at ajl to the outside world.
The fields inside won’t change even if we throw away the edges of the plates outside
our can, and also the capacitor leads. All we have left is a closed can with electric
and magnetic fields inside, as shown in Fig. 23-7(a). The electric fields are os-
cillating back and forth at the frequency w—which, don’t forget, determined the
diameter of the can. The amplitude of the oscillating E field varies with the distance
from the axis of the can, as shown in the graph of Fig. 23-7(b). This curve is just
the first arch of the Bessel function of zero order. There is also a magnetic field
which goes in circles around the axis and oscillates in time 90° out of phase with
the electric field. , -

We can also write out a series for the magnetic field and plot it, as shown in
the graph of Fig. 23-7(c). ,

How is it that we can have an electric and magnetic field inside a can with no
external connections? It is because the electric and magnetic fields maintain them-
selves: the changing £ makes a B and the changing B makes an E—all according
to the equations of Maxwell. The magnetic field has an inductive aspect, and the
electric field a capacitive aspect; together they make something like a resonant
circuit. Notice that the conditions we have described would only happen if the
radius of the can is exactly 2.405 ¢/w. For a can of a given radius, the oscillating
electric and magnetic fields will maintain themselves—in the way we have described
—only at that particular frequency. So a cylindrical can of radius r is resonant at
the frequency

wo = 2405 %

. (23.18)

We have said that the fields continue to oscillate in the same way after the can
is completely closed. That is not exactly right. It would be possible if the walls
of the can were perfect conductors. For a real can, however, the oscillating cur-
rents which exist on the inside walls of the can lose energy because of the resistance
of the material. The oscillations of the fields will gradually die away. We can see
from Fig, 23-7 that there must be strong currents associated with electric and
magnetic fields inside the cavity. Because the vertical electrical field stops suddenly
at the top and bottom plates of the can, it has a large divergence there; so there
must be positive and negative electric charges on the inner surfaces of the can, as
shown in Fig. 23~7(2). When the electric field reverses, the charges must reverse
also, so there must be an alternating current between the top and bottom plates
of the can. These charges will flow in the sides of the can, as shown in the figure.
We can also see that there must be currents in the sides of the can by considering
what happens to the magnetic ftield. The graph of Fig. 23-7(c) tells us that the
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das Magnetfeld am Rand der Dose jih auf Null abfillt. So eine plétzliche Anderung
des Magnetfelds kann nur avftreten, wenn in der Wand ein Strom flieft. Dieser Strom
liefert die wechselnden elektrischen Ladungen im Deckel und Boden der Dose. Sie wer
den erstaunt sein, diese Stréme in der vertikalen Wand der Dose gefunden zu haben,
Wie steht es mit unserer frilheren Feststellung, daf sich nichts dndert, wenn wir diese
vertikale Wand in einem Bereich anbringen, in dem das elektrische Feld Null war? Er-
innern Sie sich aber daran, da® sich dis Deckel- und Bodenplatte fiber die Seitenwand
hinaus erstreckte, als wir diese anbrachten, so dafl es also auch Magnetfelder aufierhalb
unserer Dose gab. Erst als wir die Teile der Kondensatorpiatten aufierhalb des Randes
wegschnitter,, mufiten die Strdme auf der Innenseite der vertikalen Wand auftreten.

Input loop = Eingangsschieife
Output loop = Ausgangsschleife

Fig. 23—8. Ankopplung und Auskopplung
tei einem Hohlraumresonator.

Zwat klingen die elektrischen und magnetischen Felder in der vollstindig geschlos-
senen Dose infolge der Energieverluste langsamn ab; wir kénnen das aber verhindern,
indem wir in die Dose ein kleines Loch bohren und ein wenig elektrische Energie hin-
einstecken, um die Verluste auszugleichen, Wir nehmen einen diinnen Draht, stecken
ithn durch das Loch in der Seitenwand der Dose und befestigen ihn an der Innenwand,
so dak eine kleine Schleife entsteht, vgl. Fig. 23—-8. Verbinden wir nun diesen Draht
mit einer Quelle von hochfrequentem Wechselstrom, so wird dieser Strom Energie in
die elektrischen und magnetischen Felder des Hohlraums einkoppeln und die Schwin-
gungen aufrecht erhalten. Das wird natiirlich nur passisren, wenn die Frequenz der an-
regenden Quelle mit der Resonanzfrequenz der Dose iibereinstimmt, Arbeitet die
Quelle bej einer falschen Frequenz, so sind die elektrischen und magnetischen Felder
nicht in Resonanz und die Felder in der Dose sind sehr schwach.

R-F Signal Generator = Mefisender fiir Radiofrequenz
Cavity = Hohlraum .
Detector and Amplifier = Empfiinger und Verstirker

Fig. 23—9. Eine Anordnung zur Beob-
achtung der Hohlraumresonanz,

Das Resonanzverhalten kann leicht sichtbar gemacht werden, indem in die Dose
ein weiteres kleines Loch gebohrt und eine weitere Kopplungsschleife angebracht wird,
die in Fig. 23—8 ebenfalls gezeipt ist. Das veriinderliche Magnetfeld durch diese Schleife
erzeugt in dieser eine induzierte elektromotorische Kraft, Wird diese Schleife mit einer
dufleren Mefanordnung

magnetic field suddenly drops to zero at the edge of the can. Such a sudden change
in the magnetic field can happen only if there is a current in the wall. This current

is what gives the alternating electric charges on the top and bottom plates of the-

can.

You may be wondering about our discovery of currents in the vertical sides of
the can. What about our earlier statement that nothing would be changed when we
introduced these vertical sides in a region where the electric field was zero? Re-
member, however, that when we first put in the sides of the can, the top and
bottom plates extended out beyond them, so that there were also magnetic fields
on the outside of our can. It was only when we threw away the parts of the
capacitor plates beyond the edges of the can that net currents had to appear on the
insides of the vertical walls.

INPUT == QUTPUT
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Fig. 23-8. Coupling inta and ,05 of
a resonant cavily.

Although the electric and magnetic fields in the completely enclosed can will
gradually die away because of the energy losses, we can stop this from happening
if we make a little hole in the can and put in a little bit of electrical energy to make
up the losses. We take a small wire, poke it through the hole in the side of the can,
and fasten it to the inside wall so that it makes a small toop. as shown in Fig. 23-8.
If we now connect this wire to a source of high-lrequency alternating current, this
current will couple energy into the electric and magnetic ficlds of the cavity and
keep the oscillations going. This will happen, of course, only if the frequency of the
driving source is at the resonant frequency of the can. 1f the source is at the wrong
frequency, the electric and magnetic fields will not resonate, and the fields in the
can will be very weak. -
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Fig. 23-9. A setup for observing the
cavity resonance,

CAVITY

The resonant behavior can easily be seen by making another small ‘hole in
the can and hooking in another coupling loop, #s we have also drawn in Fig. 23-8.
The changing magnetic field through this loop will generate an induced electro-
motive force in the loop. If this loop is now connected to some external measuring
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