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1. Introduction
Nous allons commencer par présenter le fonctionnement de la cellule à enclumes de diamant

utilisée au laboratoire LUMIN afin de décrire les contraintes qu’impose ce dispositif employé pour
réaliser des mesures magnétiques à haute pression et comprendre l’intérêt de ce stage.
La cellule à enclumes de diamant (Diamond Anvil Cell) est un outil permettant d’atteindre de

façon contrôlée et sans aucun risque des pressions allant jusqu’à plusieurs centaines de GPa [1].
Deux enclumes de diamant sont placées l’une en face de l’autre, et une force est appliquée sur leurs
faces extérieures par l’intermédiaire d’un siège maintenant chaque enclume. La forme de l’enclume
concentre toute la force appliquée à sa face arrière vers la tête de l’enclume, beaucoup plus petite. Un
joint percé permet d’éviter le contact entre les deux enclumes tout en créant un confinement latéral,
ce qui permet de définir une chambre expérimentale à haute pression. À l’intérieur de cette chambre
expérimentale, on place un milieu transmetteur qui assure une compression que nous cherchons à
rendre hydrostatique ainsi que l’échantillon étudié et une jauge permettant de mesurer la pression
(figure 1). La jauge de pression usuellement utilisée est un microcristal de rubis dont la longueur
d’onde de fluorescence varie en fonction de la pression appliquée.

Figure 1 – Schéma de principe d’une cellule à enclume de diamant tiré de la référence [2].

L’équipe du laboratoire LUMIN a developpé une méthode de caractérisation magnétique qui
fonctionne à l’intérieur de cette cellule à enclumes de diamant [2] [3] et sera présentée par la suite.
Les mesures magnétiques vont ici être réalisées à très haute pression. Nous allons ainsi nous

demander comment la répartition des contraintes dans l’enclume perturbe les mesures magnétiques.
En effet, ce dispositif de part sa configuration met en jeu des contraintes mécaniques dont l’influence
n’est pas connue précisement. Nous allons donc chercher à comprendre comment le centre NV, un
défaut ponctuel dans le cristal de diamant et que nous pouvons créer de façon contrôler dans les
enclumes, peut permettre la connaissance des contraintes mécaniques exercées sur ce diamant et
donc l’évaluation de leur importance [3]. Nous étudierons ensuite la répartition des contraintes
mécaniques avec un modèle simple de contact sphère-plan s’appuyant sur la théorie de Hertz.

2. Présentation du centre NV du diamant

2.1. Description du centre NV

Le centre NV est une défaut ponctuel à l’échelle atomique du cristal de diamant constitué de
l’association d’un atome d’azote (nitrogen N) se substituant à un atome de carbone et d’une lacune
(vacancy V) placés sur deux sites cristallographiques voisins (figure 2 (a)).
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Figure 2 – (a) Structure cristallographique du diamant en présence d’un centre NV. (b) Les quatre
orientations possibles du centre NV dans le diamant (NV1, NV2, NV3, et NV4) [3].

Ce défaut possède une forme chargée négativement comportant six électrons, le NV−, parmi
lesquels deux sont non-appariés [2]. Nous nous intéressons à cet état de charge NV− et le désignons
par le sigle NV.
D’après la structure du diamant, les centres NV ont quatre orientations possibles en fonction du

placement de la lacune par rapport à l’atome d’azote selon les axes de symétrie du cristal comme
indiqué sur la figure 2 (b). Nous les indexerons par 1, 2, 3 et 4 dans toute la suite.

2.2. Structure énergétique du centre NV

Puisque le centre NV comporte deux électrons non-appariés, chacun de spin 1/2, sa structure
énergétique est constituée d’un niveau triplet de spin électronique total S = 1, et d’un niveau
singulet de nombre quantique de spin S = 0 (figure 3).

Figure 3 – Structure des niveaux d’énergie du centre NV [2]. Le diamant étant un semiconducteur
de grand gap (5.5 eV), les niveaux discrets existent à l’intérieur de la bande qui sépare
la bande de valence de la bande de conduction.

Il est possible d’exciter le centre NV à l’aide d’un laser émettant à la longueur d’onde de 532 nm
et de collecter sa luminescence en la filtrant autour de la longueur d’onde de 695 nm. Son excitation
et la collection de sa photoluminescence sont donc dans le domaine visible.
Les niveaux fondamental et excité du centre NV sont tous les deux des niveaux triplets et sont

composés d’états décrits par le nombre quantique mS représentant la projection du spin sur l’axe
N-V reliant l’azote à la lacune, qui est l’axe de quantification intrinsèque du centre NV. L’interaction
magnétique spin-spin entre les deux électrons dans l’état S = 1 lève la dégénérescence entre les états
mS = ±1 et l’état mS = 0. Le niveau excité décroit radiativement vers le niveau fondamental, avec
une durée de vie de l’ordre de 13 ns [4].
À ces niveaux triplets s’ajoute un niveau singulet métastable, dont nous pouvons schématiser la

structure par deux états intermédiaires séparés d’une énergie correspondant à une longueur d’onde
infrarouge à 1042 nm. La transition entre ces deux états donne un long temps de vie d’environ 200
ns au niveau singulet, d’où son nom de niveau métastable par rapport aux niveaux triplets.
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3. Magnétométrie à centres NV

La structure même de la cellule à enclumes de diamant complique la transposition des techniques
usuelles de mesure sur les échantillons à l’intérieur de la cellule. Les méthodes de mesures sont
donc essentiellement optiques à travers les enclumes en exploitant les propriétés de transparence du
diamant. Il est tout d’abord possible d’utiliser le centre coloré NV du diamant placé à la surface
d’une des enclumes de diamant comme capteur de champ magnétique par Détection Optique de la
Résonance Magnétique [2] [5].

3.1. Détection Optique de la Résonance Magnétique (ODMR)

Considérons maintenant le centre NV lorsqu’il est soumis à une excitation optique [2].
À température ambiante, les transitions radiatives décrites précédemment, à savoir l’absorption

et la luminescence, conservent la projection de spin mS en obéissant à la règle de sélection suivante :
∆mS = 0. Néanmoins, lorsque le centre NV se trouve dans le niveau excité, il peut relaxer en suivant
une deuxième voie : une transition non-radiative mène vers le niveau métastable. Non seulement
cette transition ne conserve pas mS, mais elle a de plus des taux de probabilité différents selon le
nombre quantique mS de départ. En effet, les états mS = ±1 du niveau excité ont une probabilité
beaucoup plus forte de se coupler au niveau métastable que l’état mS = 0 du niveau excité. Le
niveau métastable relaxe ensuite indifféremment entre les deux états du niveau fondamental.
Si le centre NV est initialement dans l’état mS = 0, et puisqu’il subit majoritairement des tran-

sitions radiatives conservant l’état de spin, il reste dans l’état mS = 0. Au contraire, si le centre
NV est initialement dans l’un des états mS = ±1 du niveau fondamental, il a une probabilité non-
négligeable de se désexciter via le niveau métastable vers l’état mS = 0 du niveau fondamental.
Après suffisamment de cycles d’absorption/émission sous une excitation optique continue, le centre
NV sera alors pompé optiquement dans l’état mS = 0.
Puisque la désexcitation via le métastable est non-radiative, un centre NV initialement dans l’état

mS = 0, appelé "état brillant", émet davantage de photons visibles qu’un centre NV initialement
dans les états mS = ±1, appelés "états sombres". Cette différence de luminescence permet ainsi
de déterminer optiquement l’état de spin du centre NV en discriminant l’état mS = 0 des états
mS = ±1.

Figure 4 – (a) Schéma du montage expérimental, où un échantillon de diamant est fixé au des-
sus d’une antenne micro-onde (MW). Le centre NV est excité par un laser vert et
sa photoluminescence rouge (PL) est collectée à l’aide d’une caméra sCMOS [3]. (b)
Spectre ODMR typique obtenu avec un unique centre NV : variation du signal de la
photoluminescence collectée en fonction de la fréquence en GHz du champ micro-onde.
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Il est ainsi possible de réaliser une détection optique de la résonance magnétique du centre NV
(Optical Detection of Magnetic Resonance, ODMR) dont le montage est schématisé sur la figure 4
(a). Tout d’abord, une illumination laser à λ = 532 nm polarise le centre NV dans l’étatmS = 0. Une
excitation micro-onde réalisée par une antenne micro-onde (en forme de spire) est ensuite appliquée
en scannant la fréquence autour de la fréquence de résonance des transitions mS = 0 → mS = ±1
à 2,87 GHz. Lorsque la fréquence micro-onde est résonnante avec la transition entre mS = 0 et
mS = ±1, un transfert de population est réalisé de l’état brillant mS = 0 vers l’état sombre
mS = ±1, entraînant une baisse de l’intensité de photoluminescence (de l’ordre de la dizaine de %)
qui est enregistrée en continu. En résumé, le repérage de la position en fréquence à laquelle se produit
la diminution de luminescence permet de déterminer la fréquence de résonance de la transition du
spin électronique du centre NV (figure 4 (b)).

3.2. Construction du Hamiltonien du système à centres NV

3.2.1. Hamiltonien en champ nul sans contraintes

Tout d’abord, regardons le Hamiltonien de la famille i (l’index i = 1, 2, 3, ou 4 correspond à
l’orientation du centre NV) dû aux interactions spin-spin en champ nul et sans contraintes [3] :

Hi = DS2
Zi

=

D 0 0
0 0 0
0 0 D

 (1)

où D est le paramètre de levée de dégénerescence en champ nul
(D ' 2, 87 GHz à température ambiante),

−→
S = (SXi

, SYi , SZi
) est

l’opérateur sans dimension de spin 1 de l’électron (annexe A), et
(Xi, Yi, Zi) est le repère du centre NV : l’axe Zi est l’axe de
symétrie de rotation du centre NV défini par le vecteur orienté le
long de l’axe N-V, l’axe Xi est défini par l’un de ses plans de
réflexion et l’axe Yi complète la base orthonormée (figure 5).

Figure 5 – Repère (Xi, Yi, Zi)
associé à un centre
NV unique [3].

Les fréquences propres sont alors : f0 = 0 ; f± = D associées respectivement aux états de spin
mS = 0 et mS = ±1 (figure 6).
Les états mS = ±1 et l’état mS = 0 sont donc séparés en fréquence d’environ 2, 87 GHz.

Figure 6 – Diagramme d’énergie en champ nul et sans contraintes du centre NV (D = 2, 87 GHz).

Le spectre ODMR obtenu est alors constitué d’un pic situé vers le bas à la fréquence D comme
celui de la figure 4 (b). Ce spectre obtenu expérimentalement permet ainsi de trouver le paramètre
de dégénerescence. De plus, comme l’expression du hamiltonien donné par l’équation (1) est indé-
pendante de l’orientation du centre NV, le spectre sera le même quelles que soit l’orientation parmi
les quatre possibles.
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3.2.2. Hamiltonien en champ faible sans contraintes

En présence d’un champ
−→
B et sans contraintes, dans l’approximation de champ faible telle que

γNV ||
−→
B || << D (annexe B.2.1), le hamiltonien s’exprime de la manière suivante :

Hi =

D + γNVBZi
0 0

0 0 0
0 0 D − γNVBZi

 (2)

avec γNV le rapport gyromagnétique du centre NV tel que γNV = 28.035 GHz.T−1.
Les fréquences propres correspondantes sont alors : f0 = 0 ; f± = D ± γNVBZi

(figure 7 (a)).
En présence d’un champ magnétique

−→
B faible, l’effet Zeeman lève donc la dégénérescence entre

les états mS = +1 et mS = −1 et introduit une différence de fréquence ∆Zeeman = 2γNVBZi
.

Figure 7 – (a) Diagramme d’énergie en champ faible et sans contraintes du centre NV i tel que
i = 1, 2, 3 ou 4. (b) Évolution du spectre ODMR obtenu sur un centre NV unique en
fonction du champ magnétique appliqué avec ∆Zeeman = 2γNVBZi

[2].

Le spectre ODMR est alors caractérisé dans le cas d’un centre NV unique par la présence de deux
pics en fréquence associés à cette levée de dégénerescence (figure 7 (b)). L’écart entre ces deux pics
dépendant du champ magnétique par Zeeman, on peut ainsi remonter à celui-ci. C’est en cela que
le centre NV est considéré comme étant une sonde atomique du champ magnétique : de sa structure
énergétique en présence d’un champ magnétique et par l’étude de la photoluminescence du diamant
en fonction de la fréquence de résonance, on retrouve le champ magnétique qui lui est appliqué.

Figure 8 – Spectre ODMR typique obtenu sur un ensemble de centres NV soumis à un champ
magnétique externe [2]. Chaque paire de pics correspond aux fréquences de résonance
d’une famille i donnée de centres NV.
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Si on utilise un diamant avec une couche dense de centres NV proche de la surface du cristal,
l’écart Zeeman étant dépendant de l’orientation des centres NV, et donc de la projection du champ
magnétique sur l’axe Zi, pour un échantillon à plusieurs centres NV, on peut observer en réalité 2, 4
ou 8 pics, correspondant respectivement à la paire de pics, aux 2 ou 4 paires de pics (figure 8). Ceci
est cependant contrôlable en réglant l’orientation d’un champ magnétique extérieur appliqué afin
de séparer les contributions des différentes orientations des centres NV. Pour créer ce dernier, nous
pouvons par exemple utiliser un aimant permanent ou un système de trois bobines de Helmholtz.

3.3. Magnétomètre à haute pression

Ainsi, intégrer les centres NV à une des deux enclumes de la cellule puis les utiliser pour détecter
le champ magnétique créé par l’aimantation de l’échantillon via la collection de leur luminescence
permet d’intégrer un magnétomètre in-situ dans la cellule à enclumes de diamant [2].
Ces mesures in-situ adaptées aux spécificités des cellules à enclumes de diamant permettent d’ob-

server une transition induite par la pression entre phases magnétiques 1 ou de détecter par effet
Meissner l’apparition d’une phase supraconductrice [6].

4. Influence de la répartition de pression

La structure de la cellule à enclumes de diamant peut induire une perturbation sur le hamiltonien
du système décrit précédemment. Un milieu transmetteur comme par exemple un gaz qui se solidifie
assez vite avec la pression [2], est placé autour de la chambre expérimentale entre les deux enclumes.
Le milieu a pour rôle de convertir la force axiale imposée par les enclumes en une pression hydro-
statique appliquée uniformément à l’échantillon. Cependant, il se peut que la pression ressentie par
les centres NV ne soit pas parfaitement hydrostatique.
Nous allons chercher à caractériser les contraintes mécaniques qui s’exercent sur le centre NV

pour comprendre leur impact à haute pression dans les cellules à enclumes de diamant.

4.1. Cas idéal : pression hydrostatique

Dans le cas d’une pression hydrostatique, le tenseur des contraintes s’écrit de la manière suivante :

σdiamant =

P 0 0
0 P 0
0 0 P

 (3)

Ainsi, on a : MXi
= 0, MYi = 0, MZi

= 3a1P , la définition de ces paramètres et les calculs étant
donnés en annexe B.1.
Les fréquences propres sont donc dans ce cas : f0 = 0 ; f± = D + 3a1P ± γNVBZi

(figure 9).

Figure 9 – Diagramme d’énergie en champ faible et avec une pression hydrostatique P exercée sur
le centre NV. L’écart Zeeman ∆Zeeman = 2γNVBZi

entre les deux pics n’est pas modifié.

1. Par exemple, le fer passe de la structure α-Fe avec un réseau cristallin cubique centré dans lequel il est ferro-
magnétique à une structure ε-Fe avec un réseau hexagonal compact où le fer perd son magnétisme. Cette transition
se produit à température ambiante lorsque la pression varie entre 15 GPa et 20 GPa.
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Il n’y a pas de perturbation induite par cette répartition de pression sur la mesure du champ
magnétique. En effet, les deux raies se décalent en fonction de la contrainte axiale P mais avec la
même séparation en fréquence induite par le champ magnétique. Le spectre ODMR présente donc
le même aspect que précédemment. De plus, toutes les familles connaissent la même modification.
Le milieu transmetteur entre les deux enclumes est supposé idéal. Mais, cette hypothèse de com-

pression hydrostatique s’applique davantage à la chambre expérimentale des cellules à enclumes de
diamant qu’au centre NV à la surface de l’enclume. Bien qu’un échantillon placé dans la chambre
soit soumis à une compression hydrostatique, le centre NV peut ressentir des contraintes effectives
trés différentes.

4.2. Pression effective ressentie par des centres NV à la surface d’une
enclume

Intéressons-nous maintenant au tenseur des contraintes s’appliquant sur les centres NV placés à
la surface d’une enclume directement en contact avec la chambre. L’échantillon est compressé selon
l’axe z, le milieu transmetteur n’est pas considéré ici comme étant parfait.
— Par continuité, la contrainte normale σzz est la même que dans la chambre, soit σzz = P .
— La symétrie circulaire de l’enclume rend tous les termes x et y interchangeables. Les paramètres

σxx et σyy peuvent ainsi s’exprimer en fonction de la pression P , en introduisant le paramètre α :
σxx = σyy = αP .
— Puisque la force extérieure est appliquée dans la direction de l’axe z sur l’enclume et que cette

force axiale est ensuite transmise à la tête de l’enclume, nous pouvons supposer que les contraintes
sont majoritairement axiales dans l’enclume. Cette hypothèse consiste à négliger les contraintes de
cisaillement, c’est-à-dire les termes non-diagonaux du tenseur des contraintes.
Le tenseur des contraintes s’écrit alors [1] :

σdiamant =

αP 0 0
0 αP 0
0 0 P

 (4)

Dans ce cas, on a : MXi
= 2bP (1− α), MYi = 0, MZi

= a1P (2α + 1) (d’après l’annexe B.1).
Les fréquences propres sont ainsi : f0 = 0 ; f± = D + a1P (2α + 1)±∆′

avec ∆′ =
√

(γNVBZi
)2 + (2bP (1− α))2 (obtenues à partir de l’annexe B.2.2) (figure 10 (a)).

Figure 10 – (a) Diagramme d’énergie en champ faible et pour une pression effective ressentie sur le
centre NV quasi-hydrostatique. L’écart entre les deux pics est modifié, une contribution
s’ajoute à l’effet Zeeman ∆′ =

√
(γNVBZi

)2 + (2bP (1− α))2. (b) Schéma du spectre
ODMR théorique correspondant. La courbe bleue claire représente le spectre ODMR
d’un centre NV en l’absence de contraintes mécaniques, celle en bleu foncé présente
les modifications apportées par la présence de contraintes axiales non hydrostatiques.

Dans ce cas, nous obtenons un décalage des pics de résonance qui dépend de la valeur du paramètre
α : la position en fréquence du centre des deux pics est modifiée ainsi que l’écart entre ceux-ci (figure
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10 (b)). De plus, en l’absence de champ magnétique, nous pouvons constater un dédoublement du
pic de résonance. Il y a donc une perturbation significative de la mesure du champ magnétique. Il
est possible cependant de supprimer cette perturbation en éteignant le champ magnétique, en déter-
minant les caractérisques de la contrainte, et en l’allumant ensuite. Cette procédure est cependant
inapplicable pour des matériaux ferromagnétiques qui présentent une hystérésis.
Nous pouvons chercher pour quel α la modification est significative lorsque P = 10 GPa, pression

typique utilisée dans les expériences [1]. La largeur à mi-hauteur des pics de résonance des spectres
OMDR notée d est de l’ordre de 10 MHz. Nous pouvons établir un critère inspiré du critère de
Sparrow pour les fonctions d’Airy en microscopie optique pour caractériser l’impact des contraintes.
Le critère de résolution est que la distance entre deux pics doit être supérieure à la largeur à mi-
hauteur d’un pic, soit à ' 10 MHz. On cherche alors la valeur limite de α pour que cette condition
soit valable en l’absence de champ magnétique :

αlim = 1− d

4bP
≥ α (5)

soit αlim ' 0.8 (puisque 2b = 2, 3 MHz.GPa−1). Or, comme le milieu transmetteur joue la plupart
du temps un rôle efficace, les contraintes sur les axes x et y restent proche du cas hydrostatique et
α ≈ 1. Dans ce cas, α est toujours au dessus de 80 %, ce qui signifie que les contraintes sont souvent
négligeables.

Figure 11 – Schéma du spectre ODMR théorique pour un ensemble de centres NV en champ faible
et avec une pression effective ressentie quasi-hydrostatique.

Enfin, toutes les familles de centre NV subissent le même changement à savoir un décalage du
centre des pics en fréquence et une augmentation de l’écart entre ces derniers. Le spectre ODMR
résultant présente 2, 4 ou 8 pics comme évoqué précédemment en fonction de l’orientation du champ
magnétique extérieur appliqué (figure 11).

4.3. Cas d’un échantillon faisant un pont entre les deux enclumes

Lorsque un échantillon trop volumineux par rapport à la taille caractéristique de la chambre expé-
rimentale touche les enclumes inférieure et supérieure, le joint cesse de jouer son rôle de transmetteur
et des contraintes de cisaillement peuvent apparître. Il peut s’agir par exemple de cristaux de cu-
prate supraconducteurs de dimension caractéristique de 30 µm qui ont été testés, ou d’un échantillon
fabriqué dans une roche de météorite. Le tenseur peut varier localement et ne plus correspondre aux
deux cas exposés précédemment.
D’après la symétrie de révolution du système autour de l’axe des deux enclumes, nous pouvons

en déduire que le tenseur des contraintes aura une forme générale du type :

σdiamant =

σxx 0 τxz
0 σyy 0
τxz 0 σzz

 (6)

Alors :


MX1,3 = b(−σxx − σyy + 2σzz)− cτxz ; MX2,4 = b(−σxx − σyy + 2σzz) + cτxz
MY1,3 =

√
3b(σxx − σyy)−

√
3cτxz ; MY2,4 =

√
3b(σxx − σyy) +

√
3cτxz

MZ1,3 = a1(σxx + σyy + σzz) + 2a2τxz ; MZ2,4 = a1(σxx + σyy + σzz)− 2a2τxz

(7)
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Ainsi, les fréquences propres sont, en l’absence de champ magnétique :

f1,3± = D +MZ1 ±
√
M2

X1
+M2

Y1
f2,4± = D +MZ2 ±

√
M2

X2
+M2

Y2
(8)

La prise en compte de contraintes de cisaillement modifie fortement le spectre ODMR puisqu’ici
en l’absence de champ magnétique, et en fonction des valeurs de MXi

, MYi et MZi
, le spectre

ODMR peut présenter 1, 2 ou 4 pics de résonance. Un dédoublement est en effet possible même
en champ magnétique nul. La mesure de ce dernier peut donc être perturbée par les contraintes
mécaniques. Nous souhaitons alors trouver une méthode pour caractériser ces contraintes en partant
d’une situation modèle.

5. Modélisation du problème : contact de Hertz sphère-plan

Afin de quantifier l’effet du contact entre l’échantillon et les enclumes, nous considérons le cas
simplifié du contact de Hertz d’une sphère venant en appui sur un plan. Cette situation modèle
permettra d’obtenir une première estimation des conditions dans lesquelles des contraintes de ci-
saillement apparaissent localement, modifiant alors la réponse des centres NV qui seraient situés
dans la couche en contact avec la sphère.

5.1. Connaissance du contact

Lorsque nous pressons une sphère dure sur un plan constitué d’un matériau ductile, nous consta-
tons une déformation localisée autour du point théorique de contact, ainsi qu’une augmentation de
la surface réelle de contact. Cet effet a été modélisé par Hertz à la fin du XIXème siècle, et a de
nombreuses applications en mécanique.
Cette théorie permet de connaître l’aire de contact
et les contraintes ainsi que les déformations in-
duites. Dans ce modèle, tel qu’illustré en figure
12, une sphère de rayon R est placée au dessus
d’un plan. Le plan modélise la tête de l’enclume
où se trouve la couche de centre NV et la sphère
l’échantillon qui est placé dans la chambre com-
primée par les deux enclumes. Nous supposons
par ailleurs que la déformation des deux solides
est élastique. Le contact entre les deux solides est
sans frottement à l’interface et une force normale
seule notée F est appliquée suivant l’axe z qui est
l’axe de révolution de la sphère. Figure 12 – Schéma du contact sphère-plan

En utilisant les résultats des traités classiques de tribologie [7] et [8], l’aire de contact entre les
deux solides est un cercle de rayon a tel que :

a = (
3FR

4E∗
)1/3 avec E∗ = (

1− ν21
E1

+
1− ν22
E2

)
−1

(9)

où les indices 1 et 2 désignent le matériau 1 (la sphère) et le matériau 2 (le plan). Le diamant
possède un module de Young E = 1050 GPa et un coefficient de Poisson ν = 0.1. Le fer ou l’acier
ont eux un module de Young E = 210 GPa et un coefficient de Poisson ν = 0.3 (valeurs tabulées).
Par ailleurs, la répartition de pression se fait suivant une ellipsoïde telle que :

p(r) =
po
a

√
a2 − r2 où po =

3F

2πa2
est la pression maximale au centre du contact. (10)
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Un enfoncement δ existe entre les deux solides au fur et à mesure que l’on pousse, il s’exprime de
la manière suivante dans le cadre de la théorie de Hertz :

δ =
a2

R
= (

9F 2

16RE∗2
)
1/3

(11)

Le rayon R de la bille est de 30 µm ce qui correspond à l’épaisseur d’échantillons volumineux que
nous pouvons placer dans la chambre expérimentale des cellules à enclumes de diamant pour des
pressions de l’ordre de 30 GPa.
La couche de centres NV est située à la surface de l’enclume avec une épaisseur de l’ordre de 20

nm [6] soit z ' 0.
Le point de contact est pris comme origine dans le repère (r, θ, z) de coordonnées cylindriques.
Avec une pression de 10 GPa dans la chambre expérimentale, pour un contact diamant-diamant,

le rayon est a = 1, 3 µm (avec E∗ = 530 GPa) tandis que pour un contact diamant-fer, il est de
a = 3, 7 µm environ (avec E∗ = 190 GPa). L’élasticité du matériau, via le module de Young et le
coefficient de Poisson, modifie donc significativement la surface du contact.
Nous cherchons maintenant à déterminer le tenseur des contraintes correspondant.

5.2. Calcul et tracé des contraintes

La référence [9] fournit les expressions analytiques des contraintes mécaniques σrr, σθθ, σzz et τrz
en fonction de la profondeur z, et de la distance r au point de contact. Ces dernières sont explicitées
en annexe C.

Figure 13 – Variation des contraintes adimensionnées (σrr/po, σθθ/po, σzz/po et τrz/po) en fonction
du rayon r en µm à P = 10 GPa, en z = 20 nm à l’intérieur et en z = 0 à l’extérieur
du contact. La ligne noire pointillée (r = a) délimite la zone de contact.

Sur la Figure 13, présentant le tracé de ces expressions théoriques lorsque r varie, nous pouvons
remarquer que la contrainte de cisaillement notée τrz atteint une valeur maximale pour r proche
de a à z = 20 nm qui représente l’épaisseur de la couche de centres NV. C’est donc sur les bords
du contact que le cisaillement est le plus important. Sa valeur devient comparable aux différentes
contraintes axiales dont les valeurs diminuent en valeur absolue plus on s’écarte du centre du contact.
En r proche de 0, σzz est la contrainte principale tandis que τrz est négligeable. Enfin, σrr change
de signe à partir de r ≥ 1, 27 µm dans le cas du diamant et r ≥ 3, 57 µm dans le cas du fer : il
caractérise ainsi une tension à partir de cette valeur puisqu’une valeur de contrainte est, dans le cas
d’une compression, négative et positive dans le cas d’une tension.

11



Ces expressions permettent de représenter la variation de ces contraintes adimensionnées en fonc-
tion de la pression P appliquée à une profondeur z de 20 nm (figure 14) pour r = a dans le cas
du contact diamant-diamant ou diamant-fer. Nous pouvons considérer une pression de 10 GPa par
exemple et déterminer la valeur de τrz dans ces conditions ; elle correspond à environ −0, 06 po dans
le cas du diamant et −0, 04 po dans le cas du fer. Par ailleurs, pour des pressions P ≥ 0.5 GPa, τrz
augmente continuellement lorsque la pression augmente. Encore une fois, sa contribution devient
significative par rapport aux contraintes axiales.

Figure 14 – Variation des contraintes adimensionnées (σrr/po = σθθ/po, σzz/po et τrz/po) en fonc-
tion de la pression P en GPa à une profondeur z = 20 nm et à une distance r = a du
centre du contact. Le zoom est effectué de 0 à 5 GPa.

Désormais, nous connaissons la forme du tenseur des contraintes, ainsi que les valeurs de ces
dernières. Nous pouvons ainsi observer les conséquences sur le spectre OMDR des centres NV, et
ainsi quantifier l’effet des contraintes de cisaillement, notamment proche des bords de la sphère où
le cisaillement est le plus important.

5.3. Conséquences sur le spectre ODMR des centres NV

Un programme informatique écrit par Antoine Hilberer (annexe E.1) permet la reconstruction d’un
spectre ODMR théorique à partir d’un champ magnétique donné et d’un tenseur des contraintes
donné en coordonnées cartésiennes. Nous supposons ici que le champ magnétique est nul afin d’ob-
server l’effet des seules contraintes sur les spectres. Nous devons réaliser le passage des coordonnées
cylindriques aux cartésiennes, décrit dans l’annexe F.
Pour différentes pressions P , nous connaissons les valeurs des contraintes à z = 20 nm fixé, et

pour un rayon r variable. Nous en déduisons ainsi les valeurs de photoluminescence en fonction des
fréquences micro-ondes théoriques d’après l’annexe E.2 (figure 15). La largeur à mi-hauteur des pics
de résonance est prise à 10 MHz comme évoqué en 4.2.
Ainsi, sur la figure 15, que ce soit pour le diamant ou pour le fer, le comportement est le même :

dans un régime de pression faible, vers 1 GPa, les contraintes n’ont pas d’influence sur le spectre
ODMR et ceci pour toutes les valeurs de r ; dans un régime de pression intermédiaire, vers 10
GPa, l’effet des contraintes apparaît puisque deux pics de résonance se distinguent clairement sur le
spectre ODMR ; enfin, à forte pression, ici 50 GPa, 4 pics de résonance sont clairement distinguables
au bord du contact, c’est-à-dire pour r ' a. Finalement, la comparaison fer-diamant permet de
conclure que l’élasticité du matériau rend les contraintes non négligeables pour une pression plus
grande. En effet, le dédoublement se produit sur la figure 15 (b) à une pression plus élévée dans le
cas du fer (E∗ = 190 GPa) que dans le cas du diamant sur la figure 15 (a) (E∗ = 530 GPa).
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(a) Contact diamant-diamant

(b) Contact diamant-fer

Figure 15 – (1) Spectres ODMR en r = a pour différentes pressions (2), (3), (4), (5) Photolu-
minescence théorique en fonction de la fréquence micro-onde en GHz pour un rayon
r variable et pour différentes pressions. La ligne bleue pointillée représente une coupe
horizontale donnant lieu aux spectres ODMR donnés en (1)
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En conclusion, dans les conditions typiques des expériences actuellement menées avec les cellules
à enclumes de diamant, c’est-à-dire à environ 10 GPa, les contraintes de cisaillement perturbent la
mesure du champ magnétique. Cette perturbation devient significative au bord du contact, puisque
des pics de résonance parasitent les spectres ODMR des centres NV.

6. Conclusion

6.1. Bilan et perspectives

À la fin de ce stage nous pouvons répondre à la problématique posée, à savoir comment la ré-
partition de pression dans l’enclume perturbe les mesures magnétiques. En modélisant le contact
mécanique entre les enclumes de diamant et un échantillon placé à l’intérieur de la chambre expé-
rimentale par un contact de Hertz sphère-plan, nous constatons que lorsque l’échantillon touche les
enclumes les contraintes mécaniques viennent perturber la mesure du champ magnétique obtenue
dans le spectre ODMR des centres NV.
Néanmoins, nous n’avons pas étudié ici les régimes d’élasticité et de rupture : il est possible que

sous certaines pressions, le diamant se brise, les contraintes mécaniques devenant trop importantes
au niveau du contact.

Le prolongement de cette étude consiste en la réalisation de l’expérience physique grâce à des
mesures expérimentales dans une cellule à enclumes de diamant. Le problème est parfaitement
transposable expérimentalement. En effet, un échantillon de fer dont la dimension serait de l’ordre
de 30 µm peut être par exemple placé dans la cellule et compressé à des pressions variables entre
1 et 30 GPa. Grâce au montage expérimental représenté sur la figure 4, différents spectres ODMR
peuvent être obtenus et comparés à la simulation décrite dans la partie 5. Le modèle sphère-plan
sera cependant peut être remis en cause à ce moment là car étant trop approximatif. Il sera alors
nécessaire de faire une modélisation numérique du champ des contraintes en appliquant une méthode
de type éléments finis.

6.2. Bilan personnel et remerciements

Ce stage, dont le déroulement a été totalement perturbé par la pandémie de Covid 19, a été
pour moi une belle expérience même à distance. Les différentes ressources bibliographiques mises à
ma disposition m’ont permises de m’approprier le sujet, de comprendre et de visualiser le montage
expérimental sans jamais l’avoir réellement vu.

Je tenais à remercier Jean-François Roch, Marie-Pierre Adam et Antoine Hilberer pour m’avoir
bien encadré malgré les conditions et surtout pour avoir réussi à imaginer un sujet de stage qui
s’accordait parfaitement avec le thème initial. J’attends avec impatience de connaître le résultat de
l’expérience physique qui prolongera mon étude.

14



Références

[1] H.-K. Mao, X.-J. Chen, Y. Ding, B. Li and L. Wang. Solids, liquids, and gases under high
pressure. Reviews of modern physics, 90 :015007, 2018.

[2] Loïc Toraille. Utilisation de centres NV comme capteurs de champs magnétiques à haute pres-
sion dans des cellules à enclumes de diamant. Thèse, Université Paris-Saclay, 2019.

[3] D. A. Broadway, B. C. Johnson, M. S. J. Barson, S. E. Lillie, N. Dontschuk, D. J. McCloskey,
A. Tsai, T. Teraji, D. A. Simpson, A. Stacey, J. C. McCallum, J. E. Bradby, M. W. Doherty,
L. C. L. Hollenberg, and J.-P. Tetienne. Microscopic Imaging of the Stress Tensor in Diamond
Using in Situ Quantum Sensors. Nano Letters, 27(5) :4543–4550, 2019.

[4] M. W. Doherty, N. B. Mansonb, P. Delaneyc, F. Jelezkod, J. Wrachtrupe and L. C.L. Hollenberg.
The nitrogen-vacancy colour centre in diamond. Physics Reports, 528 :1–45, 2013.

[5] M. W. Doherty, V. V. Struzhkin, D. A. Simpson, L. P. McGuinness, Y. Meng, A. Stacey, T. J.
Karle, R. J. Hemley, N. B. Manson, L. C. L. Hollenberg, and S. Prawer. Electronic Properties
and Metrology Applications of the Diamond NV− Center under Pressure. Phys. Rev. Lett.,
112 :047601, 2014.

[6] M. Lesik, T. Plisson, L. Toraille, J. Renaud, F. Occelli, M. Schmidt, O. Salord, A. Delobbe, T.
Debuisschert, L. Rondin, P. Loubeyre, and J.-F. Roch. Magnetic measurements on micrometer-
sized samples under high pressure using designed nv centers. Science, 366 :1359–1362, 2019.

[7] S. Timoshenko and J. N. Goodier. Theory of Elasticity. McGraw-Hill Book Company, 1951.
[8] K. L. Johnson. Contact Mechanics. Cambridge University Press, 1985.
[9] Anthony C. Fischer-Cripps. Introduction to Contact Mechanics. Second edition(Chapter 5.

Elastic Indentation Stress Fields) :77–100, 2007.
[10] J. C. Jaeger, N. G. W. Cook et R. W. Zimmerman. Fundamentals of Rock Mechanics. Blackwell

Publishing, 2007.

Déroulement du stage

• Du 30 mars au 24 avril : Appropriation du sujet et des différents concepts de cellule à
enclumes de diamant, centre NV et ODMR par la lecture de la thèse de Loïc Toraille [2].
• Du 20 avril au 30 avril : Recherches bibliographiques sur la théorie du contact de Hertz.
• Du 30 avril au 5 mai : Réunion de discussion en visioconférence avec l’équipe de travail,

caractérisation du sujet et d’une stratégie d’approche.
• Du 6 mai au 25 mai : Analyse de l’article "Microscopic imaging of the stress tensor in

diamond using insitu quantum sensors" [3], construction du hamiltonien du système à partir
de cet article et réalisation des calculs d’énergies propres dans les différents cas jusqu’au calcul
du tenseur des contraintes à partir du spectre ODMR.
• Du 11 juin au 15 juin : Lecture des livres de Timoshenko [7] et de Johnson [8] pour modéliser

le contact entre les enclumes et l’échantillon selon la théorie de Hertz.
• Du 16 juin au 20 juin : Codage sous Python des expressions des contraintes pour un contact

pontuel où une force est concentrée au point de contact, modèle ensuite abandonné
• Du 20 juin au 4 juillet : Codage sous Python des expressions des contraintes pour un

contact sphère-plan, changement d’expressions théoriques en utilisant une nouvelle référence
bibliographique [9] pour être plus précis.
• Du 4 juillet au 8 juillet : Interprétation des résultats et analyse des conséquences sur le

spectre ODMR des centres NV soumis au champ des contraintes.
• Du 9 au 12 juillet : Fin de l’écriture du rapport de stage.
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Abstract

Version française

Une cellule à enclumes de diamant (DAC) est constituée de deux enclumes de diamant opposées
qui génèrent une pression sur un échantillon de la taille d’un micromètre. Ce dispositif permet d’ob-
tenir des pressions bien supérieures au GPa, ce qui entraîne de nouvelles propriétés structurelles,
électroniques et magnétiques. Grâce à la transparence optique du diamant, les propriétés magné-
tiques de l’échantillon peuvent être mesurées par une technique de magnétométrie optique basée sur
les centres NV qui sont des défauts de type atomique du cristal de diamant. Les centres NV sont créés
sur la pointe d’une enclume en contact avec l’échantillon. En raison de l’effet Zeeman sur leur spin
électronique, ils se comportent comme des sondes in situ qui sont sensibles au champ magnétique
créé par la magnétisation de l’échantillon. Cependant, la distribution des contraintes mécaniques
dans l’enclume modifie également les états quantiques du centre NV et les contributions de ces deux
paramètres, le champ magnétique et les contraintes, doivent être démêlées. Nous considérons ici la
situation dans laquelle la pression comprime l’échantillon en contact étroit avec l’enclume. Nous
utilisons la théorie de Hertz pour modéliser le contact entre un échantillon sphérique et une surface
plane représentant la pointe de l’enclume de diamant qui abrite les centres NV. Nous montrons que
le contact entraîne une distribution non hydrostatique de la contrainte dans l’enclume et que des
composantes de cisaillement apparaissent sur le bord de la zone de contact. Nous discutons enfin de
l’influence de ce cisaillement sur la résonance de spin des centres NV.

Version anglaise

The diamond anvil cell (DAC) consists of two opposing diamond anvils that generate the pressure
on a micrometer-sized sample. Using this device, pressures far above the GPa can be achieved leading
to novel structural, electronic and magnetic properties. Due to the diamond optical transparency,
the magnetic properties of the sample can be measured using an optical magnetometry technique
based on nitrogen-vacancy (NV) centers that are atomic-like defects of the diamond crystal. The NV
centers are created on the tip of one anvil in contact with the sample. Due to the Zeeman effect on
their electronic spin, they behave as in-situ probes which are sensitive to the magnetic field created
by the sample magnetization. However the strain distribution in the anvil also changes the NV center
quantum states and the contributions of these two parameters, magnetic field and strain, have to be
disentangled. Here we consider the situation where the pressure squeezes the sample in tight contact
with the anvil. We use the Hertz theory to model the contact between a spherical sample and the
plane surface representing the tip of the diamond anvil that hosts the NV centers. We show that
the contact leads to a non-hydrostatic strain distribution in the anvil and shear components appear
on the edge of the contact area. We discuss the influence of this shear on the spin resonance of the
NV centers.
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A. Opérateur sans dimension de spin 1 de l’électron

En prenant l’axe de quantification selon l’axe de symétrie Zi du centre NV de la famille i, les
opérateurs associés au spin S = 1 s’écrivent :

SXi
=

1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 SYi =
1√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 SZi
=

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 (12)

B. Modélisation des contraintes mécaniques

Le tenseur des contraintes mécaniques qui s’exercent sur le centre NV du diamant est tel que :

σdiamant =

σxx τxy τxz
τyx σyy τyz
τzx τzy σzz

 (13)

où σxx, σyy, σzz sont des contraintes axiales et τxy, τxz, τyx, τyz, τzx, τzy sont des contraintes de
cisaillement. (x, y, z) est le système de coordonnées de la cellule de diamant.

B.1. Interaction spin-mécanique

D’après la référence [3], les composantes de l’interaction spin-mécanique sont les termesMXi
,MYi ,

MZi
qui sont définis à partir des composantes du tenseur des contraintes σdiamant et des paramètres

de susceptibilité aux contraintes de la transition optique du centre NV notés a1, a2, b et c tels que
a1 = 4.86, a2 = 3.7, 2b = 2.3, et 2c = 3.5 en MHz.GPa−1. L’expression de ces termes est différente
mais néanmoins similaire dans la forme pour chacune des quatre orientations possibles du centre
NV dans la maille du diamant tel que :

MXi
= b

axial∑
X

+c
shear∑
Xi

(14)

MYi =
√

3b
axial∑
Y

+
√

3c
shear∑
Yi

(15)

MZi
= a1

axial∑
Z

+2a2

shear∑
Zi

(16)

Les contraintes axiales sont indépendantes de l’orientation de l’axe de symétrie du centre NV
considéré, alors que les contraintes de cisaillement varient en fonction de l’orientation.

axial∑
X

= −σxx − σyy + 2σzz

axial∑
Y

= σxx − σyy
axial∑
Z

= σxx + σyy + σzz (17)

shear∑
Xi

= 2fiτxy + giτxz + figiτyz

shear∑
Yi

= giτxz − figiτyz
shear∑
Zi

= fiτxy − giτxz − figiτyz (18)

Les fonctions fi et gi, pour i = 1, 2, 3, 4, valent ±1 en fonction de l’orientation du centre NV. On
a : (f1, f2, f3, f4) = (+1,−1,−1,+1) et (g1, g2, g3, g4) = (−1,+1,−1,+1).
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B.2. Hamiltonien du système contraint

B.2.1. Hamiltonien en présence d’un champ magnétique et sans contraintes

En présence d’un champ
−→
B et sans contraintes, le hamiltonien est :

Hi = DS2
Zi

+ γNV
−→
B .
−→
Si =

 D + γNVBZi

γNV√
2

(BXi
− iBYi) 0

γNV√
2

(BXi
+ iBYi) 0 γNV√

2
(BXi

− iBYi)

0 γNV√
2

(BXi
+ iBYi) D − γNVBZi

 (19)

avec γNV le rapport gyromagnétique du centre NV tel que γNV = 28.035 GHz.T−1.
Dans l’approximation de champ faible telle que γNV ||

−→
B || << D, on a ainsi :

Hi =

D + γNVBZi
0 0

0 0 0
0 0 D − γNVBZi

 (20)

B.2.2. Halmitonien dans le cas général

Le hamiltonien s’écrit dans le cas général et toujours dans l’approximation de champ faible, en
fonction des composantes de l’interaction spin-mécanique comme :

Soit :

Hi = (D +MZi
)S2

Zi
+ γNV

−→
B .
−→
Si −MXi

(S2
Xi
− S2

Yi
) +MYi(SXi

SYi − SYiSXi
)

Hi =

D +MZi
+ γNVBZi

0 MXi
− iMYi

0 0 0
MXi

+ iMYi 0 D +MZi
− γNVBZi

 (21)

Les fréquences propres sont alors : f0 = 0 ; f± = D +MZi
±
√

(γNVBZi
)2 +M2

Xi
+M2

Yi
que nous

obtenons en diagonalisant la matrice hamiltonienne (figure 16 (a)).

Figure 16 – (a) Diagramme d’énergie en champ faible avec des contraintes mécaniques arbitraires
exercées sur le centre NV. (b) Schéma du spectre ODMR théorique obtenu pour un
centre NV unique. L’indice i correspond à une orientation spécifique du centre NV.

La figure 16 (b) montre alors qu’avec la prise en compte des contraintes le centre des pics est
décalé d’une valeur correspondante à MZi

et l’écart entre les deux pics est modifié par rapport à
l’écart Zeeman présenté en 3.2.2. De plus, un dédoublement existe même en l’absence de champ
magnétique. Ainsi, lorsque MXi

, MYi et MZi
sont non nuls, il apparaît une perturbation induite par

les contraintes mécaniques sur la mesure de champ magnétique réalisée au moyen de la résonance
de spin du centre NV.
La figure 17 présente, elle, le même résultat mais pour un ensemble de centres NV. Il résulte de

la présence de contraintes mécaniques, un spectre ODMR pouvant présenter 2, 4, 6 ou 8 pics selon
l’orientation du champ magnétique extérieur appliqué.
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Figure 17 – Schéma du spectre ODMR théorique obtenu pour un ensemble de centres NV dans le
cas général, c’est-à-dire en présence d’un champ magnétique faible et de contraintes
mécaniques.

C. Expressions analytiques des contraintes dues au contact
de Hertz sphère-plan

D’après la référence [9], les contraintes s’expriment de la manière suivante :
— à l’intérieur du cercle de contact c’est-à-dire pour −a ≤ r ≤ a :

σrr
po

=
1− 2ν

3

a2

r2
[1− (

z

u1/2
)3]+(

z

u1/2
)3

a2u

u2 + a2z2
+

z

u1/2
[u

1− ν
a2 + u

+(1+ν)
u1/2

a
arctan(

a

u1/2
)−2] (22)

σθθ
po

= −{1− 2ν

3

a2

r2
[1− (

z

u1/2
)3] +

z

u1/2
[2ν + u

1− ν
a2 + u

− (1 + ν)
u1/2

a
arctan(

a

u1/2
)]} (23)

σzz
po

= (
z

u1/2
)3

a2u

u2 + a2z2
(24)

τrz = −(
rz2

u2 + a2z2
)(
a2u1/2

a2 + u
) (25)

avec u = 1
2
[(r2 + z2 − a2) + [(r2 + z2 − a2)2 + 4a2z2]1/2]

— à l’extérieur du contact, lorsque z tend vers 0 2 :

σrr
po

= −σθθ
po

=
1− 2ν

3

a2

r2
(26)

2. Nous n’avons pas trouvé d’expressions à z non fixé dans la littérature. Une modélisation plus précise devrait
être réalisée numériquement par méthode des éléments finis.
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D. Variation en profondeur des contraintes dues au contact
sphère-plan

La Figure 18 présente le tracé des expressions théoriques des contraintes exrpimée en annexe C
pour une profondeur z variable, et un rayon r égal à a, a/2 ou a/10 avec a le rayon du contact. Lorsque
r = a, nous constatons que la contrainte de cisaillement τrz a une contribution non négligeable par
rapport aux deux autres contraintes axiales σrr et σzz. La contrainte de cisaillement diminue plus
nous nous approchons du point de contact. De plus, cette contrainte de cisaillement atteint une
valeur maximale à une profondeur bien au delà de la couche de centre NV située à z = 20 nm. Une
couche de centre NV créée en profondeur dans l’enclume permettrait d’observer cet effet.

Figure 18 – Variation des contraintes adimensionnées (σrr/po, σzz/po et τrz/po) en fonction du pa-
ramètre z/a pour différentes valeurs de r dans le cas du contact diamant-diamant ou
diamant-fer.
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E. Programme Python permettant de tracer les spectres
ODMR théoriques

E.1. Tracé des spectres ODMR

Figure 19 – Programme Python permettant de tracer des spectres ODMR théoriques à partir des
composantes du tenseur des contraintes et des composantes vectorielles du champ
magnétique appliqué à l’ensemble de centres NV.
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E.2. Tracé des figures 15 (2) (3) (4) (5)

Figure 20 – Programme Python permettant de tracer les figures 15 (2) (3) (4) (5)
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F. Conversion du tenseur des contraintes des coordonnées
cylindriques aux coordonnées cartésiennes

Notons

σcart =

σxx τxy τxz
τyx σyy τyz
τzx τzy σzz

 et σcyl =

σrr τrθ τrz
τθr σθθ τθz
τzr τzθ σzz

 (27)

Selon la référence [10], nous pouvons écrire

σcart = P−1σcylP (28)

avec
P =

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
et P−1 =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
(29)

Alors, nous en déduisons les expressions suivantes :

σxx = cos(θ)2σrr + sin(θ)2σθθ − 2cos(θ) sin(θ)τrθ
σyy = sin(θ)2σrr + cos(θ)2σθθ + 2 cos(θ) sin(θ)τrθ
σzz = σzz
τxy = cos(θ) sin(θ)σrr − cos(θ) sin(θ)σθθ + (cos(θ)2 − sin(θ)2)τrθ
τxz = cos(θ)τrz − sin(θ)τθz
τyz = sin(θ)τrz + cos(θ)τθz

(30)

Dans le cas de notre étude, le tenseur est tel que :

σcyl =

σrr 0 τrz
0 σθθ 0
τzr 0 σzz

 (31)

On se place à θ = 0, de sorte que :

σxx = σrr ; σyy = σθθ ; σzz = σzz ; τxy = 0 ; τxz = τrz ; τyz = 0 (32)

Finalement,

σcart =

σrr 0 τrz
0 σθθ 0
τzr 0 σzz

 (33)
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